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Vorrede. 


Es ist ein vielfach fühlbarer Mangel, dafs heute, wo die von Herrn 
Professor Dr. Weierstrass neu begründete Theorie der durch ein 
System in einander fortsetzbarer Potenzreihen definirten sogenannten 
analytischen Functionen bereits eine mannigfache Verwerthung findet, 
kein Lehrbuch existirt, welches dem Studirenden methodisch zeigt, auf 
welche Weise der Functionsbegriff entwickelt wird und welches die 
allgemeinen Aufgaben der auf die Theorie der Potenzreihen gestützten 
Functionenlehre sind. \ 

Diesem Mangel hoffe ich durch das vorliegende Buch abzuhelfen, 
das bei dem Studium der fundamentalen Untersuchungen des Herrn 
Weierstrass über die analytischen Functionen und bei der Be- 
schäftigung mit den Arbeiten entstanden ist, in welchen Weierstrass’ 
Schüler des Meisters Behandlung der Functionenlehre erkennen lassen. 
Mit meines hochverehrten Lehrers Weierstrass Erlaubnis, dem der 
Plan der vorliegenden Arbeit bekannt ist, durfte ich das Buch durch 
einige seiner nur aus den Vorlesungen bekannten Untersuchungen zieren, 
wofür ich ihm auch an dieser Stelle meinen grölsten Dank auszusprechen 
als erste Pflicht erachte. 

Meine Aufgabe lag in einer passenden Auswahl und Anordnung 
des umfangreichen Stoffes, bei der ich mich von dem Bestreben leiten 
liefs, den Leser auch auf kürzlich betretene Wege zu führen und da- 
durch zu selbstständigem Studium anzuregen, indem ich selbst Fragen 
_berührte, die einer Beantwortung noch harren müssen. Die Darstellung 
möge durch folgende Bemerkungen gekennzeichnet werden. 

Für den Plan war vor Allem die von Sig. Pincherle*) veröffent- 
lichte Einleitung der Weierstrass’schen Functionenlehre malsgebend 
und im Speciellen bestimmte diese Arbeit die Anordnung der ersten 
drei Capitel, in deren erstem die Grundlagen der Arithmetik auseinander- 
gesetzt sind. Mit Hilfe der von H. Kossak**) herausgegebenen „‚Ele- 


*) Pincherle, Giornale di matematiche t. 18. 
**) Programmabhandlung des Werder’schen Gymnasiums in Berlin (Verlag 
von Nicolai), 
PR 
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mente der Arithmetik“ war es mir möglich, die noch nirgends aus- 
führlich behandelte Weierstrass’sche Definitionsform der irrationalen 
Zahlengröfsen zu Grunde zu legen. Doch daneben liels ich die Can- 
tor’sche Definitionsform dieser Grölsen nicht aufser Acht, denn ich 
wollte den Begriff der Fundamentalreihe nicht entbehren. Die Bin- 
führung der aus zwei bei der Addition von einander unabhängigen 
Elemente zusammengesetzten Zahlengrölsen basirte ich auf die von 
Weierstrass in den Göttinger Nachrichten vom Jahr 1884 ver- 
öffentlichte Abhandlung über die aus n» Haupteinheiten gebildeten 
complexen Grölsen. 

In dem zweiten Capitel ist der Begriff der unbeschränkt veränder- 
lichen Gröfse und eine Reihe von Theoremen über die stetig veränder- 
lichen Gröfsen und Grölsenmengen auseinandergesetzt. Darauf folgt 
die Theorie der rationalen ganzen und gebrochenen Functionen einer 
und mehrerer Variabeln, deren vorzüglichste Probleme in der Verall- 
gemeinerung der in der Lehre von den ganzen Zahlen bestehenden 
Theoreme über die Theilbarkeit und Zerlegung enthalten sind. 

Dann wird das bei der Einführung der irrationalen Zahlengröfsen 
verwendete Princip der Summenbildung einer unendlichen Menge von 
Gröfsen zur Construction neuer Ausdrücke und zwar von Summen 
unendlich vieler rationaler Functionen benutzt, unter denen die Potenz- 
reihen eine hervorragende Rolle spielen, indem die Summen einer un- 
beschränkten Anzahl rationaler Funetionen in den Bereichen ihrer 
gleichmäfsigen Convergenz durch Potenzreihen darstellbar sind. 

An die Theorie der Potenzreihen wird der Begriff der monogenen 
analytischen Function geknüpft und deren allgemeine Eigenschaften 
entwickelt. Um aber den Umfang des aufgestellten Functionsbegriffes 
zu beurtheilen, hat man zunächst zu zeigen, dals die durch einen mit 
Hilfe der elementaren Rechnungsoperationen zwischen Constanten und 
veränderlichen Grösen ausdrückbaren Zusammenhang definirten Grölsen 
unter den Begriff der analytischen Function fallen. Diese in dem 
4. Capitel behandelte Aufgabe fand natürlicher Weise keine vollständige 
Erledigung, aber an dem Beispiel einer in y algebraischen Gleichung, 
deren Coeffieienten rationale Functionen von x sind, wird gezeigt, wie 
man die durch die Gleichung definirte Gröfse y in der Umgebung jeder 
Stelle darstellen kann. 

Zum Beweise dafür, dals die algebraische Function monogen ist, 
vollführt man am besten den Übergang zu einem algebraischen Ge- 
bilde, welches in der Umgebung einer seiner Stellen durch ein einziges 
„Funetionenelement‘ darzustellen ist. Dieser Übergang wird nur prin- 
ceipiell entwickelt, da man bei demselben die Untersuchung der ratio- 
nalen Funetionen R(&, y) nöthig hat, deren Behandlung über den 
gesteckten Rahmen fallen würde. Ebenso wird auch der Begriff des 
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Ranges oder Geschlechtes einer algebraischen Gleichung nur theoretisch 
eingeführt. Ich konnte das umsomehr thun, da ich wohl algebraische 
Gleichungen zwischen eindeutigen transcendenten Functionen abgeleitet 
und dabei bemerkt habe, dafs algebraische Gleichungen verschiedenen 
Ranges durch eindeutige Functionen einer Variabeln zu lösen sind, aber 
die umgekehrte Frage nach denjenigen Funetionen, welche eine vor- 
gegebene algebraische Gleichung lösen, keine Behandlung finden konnte. 

In dem ersten Abschnitt des vierten Capitels, der gröfstentheils 
den Weierstrass’schen Vorlesungen entnommen ist, wird ferner die 
Darstellung von n durch n algebraische Gleichungen mit m unab- 
hängigen Variabeln definirten Grölsen behandelt und der Begriff eines 
analytischen Gebildes m!“ Stufe in dem Gebiete von (n + m) Grölsen 
entwickelt, doch bleibt die Frage nach der Monogenität des irreduc- 
tiblen algebraischen Gebildes höherer Stufe noch unberücksichtigt. 

In einem zweiten Abschnitte desselben Capitels ist dann gezeigt, 
dals auch die durch ein System algebraischer totaler oder partieller 
Differentialgleichungen definirten Grölsen wiederum nur analytische 
Functionen sind, wobei die Untersuchungen von Briot und Bouquet 
und der Frau von Kowalevski*) die Richtschnur bildeten. 

Ist auf solche Weise der Umfang des Begriffes der analytischen 
Function erfalst, so wird von einer mit einer unabhängigen Variabeln 
veränderlichen Grölse, die besondere analytisch ausdrückbare Eigen- 
schaften genielst, von vornherein festgesetzt, dals sie eine analytische 
Function sein soll. Unter dieser Festsetzung werden die gewissen ein- 
fachen Functionalgleichungen genügenden transcendenten Functionen 
abgeleitet und zwar die Exponentialfunction, der Logarithmus und die 
allgemeine Potenz, wobei sich Gelegenheit ergab, die trigonometrischen 
Functionen und deren Umkehrungsfunctionen zu berücksichtigen. 

In dem weiteren Capitel ist das Problem der Ermittlung der arith- 
metischen Abhängigkeit des Werthes einer eindeutigen Function einer 
Variabeln von dem Werthe der letzteren auseinandergesetzt, wenn für 
die Function ein Stetigkeitsbereich und das Verhalten der Function an 
dessen isolirten Grenzstellen vorgegeben ist. Dabei habe ich die Dar- 
stellung der ganzen Function durch ein Product von Primfunetionen 
vorangestellt und dann unter Anwendung des nach Scheeffer’s Vor- 
gang bewiesenen Laurent’schen Satzes das Mittag-Leffler’sche 
Theorem behandelt. Als Anwendungen werden die trigonometrischen 
Functionen in verschiedenen Formen dargestellt und die Weier- 
strass’sche ganze transcendente Function 6 (x) eingeführt. Dann 
wählte ich von den Untersuchungen des Herrn Mittag-Leffler noch 
diejenigen aus, welche das Eindringen in die Frage, ob sich „der Begriff 


*) Borchardt’s Journal für reine und angewandte Mathematik. Bd. 80, 
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einer monogenen Function einer complexen Veränderlichen mit dem 
einer durch arithmetische Grölsenoperationen ausdrückbaren Abhängig- 
keit vollständig deckt‘“ oder nicht, ermöglichen. 

Das nächste Capitel enthält eine übersichtliche Darstellung der 
grolsartigen Theorie der eindeutigen doppeltperiodischen Functionen von 
Weierstrass, die durch die Arbeiten von W. Biermann, Simon 
und Müller, Kiepert und neuerdings durch die von Herrn Schwarz 
veröffentlichten ‚Formeln und Lehrsätze zum Gebrauche der elliptischen 
Functionen‘“ so ziemlich Gemeingut der Mathematiker geworden ist. 
Ich entwickelte die Grundzüge dieser Theorie, um dem Leser die Frucht- 
barkeit der vorangegangenen Lehren klar zu machen und ihm andrer- 
seits zu zeigen, was für einen Ausblick diese Theorie gewährt, wenn 
man Functionen mit linearen Substitutionen in sich betrachten will. 

Endlich in dem letzten Capitel werden die von Weierstrass auf- 
gestellten Sätze und Definitionen über die Functionen mehrerer Vari- 
abeln vorgetragen, und von den eindeutigen Functionen, die sich überall 
durch den Quotienten zweier Potenzreihen darstellen lassen, wird ge- 
zeigt, dals sie rationale Functionen ihrer Argumente sind. Der letzte 
Paragraph beschäftigt sich mit dem irreductiblen algebraischen Gebilde 
m'® Stufe im Gebiete von (m + 1) Gröfsen. 


Prag, im Mai 1886. 
Der Verfasser. 
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Die Elemente der Arithmetik. 


sl. in der ganzen Zahl. Die directen Rechnungsarten 
mit Sanzene ‚Zahlen. 


Indem wir uns. ln Vasdaflung ein und -derselben Bet 


Thätigkeit an Dingen der sinnlichen Wahrnehmung bewulst werden, 
gelangen wir zu dem Begriff der Menge. Besteht ein Gegenstand aus 
Bestandtheilen oder Elementen von gemeinsamen Merkmalen, auf dafs 
bei der Beschreibung des Gegenstandes ein Element für ein anderes 
zu setzen ist, und abstrahiren wir von den gleichen Merkmalen der 
Bestandtheile, so besitzen wir die Vorstellung der Vielheit oder Menge 
gleichartiger Elemente durch die Zahl. 

Der Begriff der Zahl wird durch die Zusammensetzung von Gegen- 
ständen aus gleichartigen Bestandtheilen gegeben und st geradezu als 
die Vorstellung der Vielheit gleichartiger Bestandtheile zu, definüren.*) 

Indem man jedes der gleichartigen Elemente durch den Ausdruck 
Eins bezeichnet, besteht das Zählen der Elemente oder Einheiten der 
Menge in der Fixirung von Eins und Eins — und Eins usw. durch 
neue Ausdrücke zwei, drei usw. Die Zahl ist die Vorstellung der 
durch diese Ausdrücke bezeichneten Gruppen von Elementen. 

Die wiederholte Setzung und Vereinigung der zu Grunde gelegten 
gleichartigen Elemente liefert die Zahlenreihe, und in dieser ist jede 
Zahl aus der nächst vorhergehenden durch Hinzufügung von Eins 
gebildet. 

Zwei aus einem unbestimmt gelassenen Grundelemente e oder der 
abstracten Einheit 1 zusammengesetzte Zahlen a und b sind gleich 
(a=b), wenn zu jedem Element der einen Zahl ein Element der 
andern gehört, und ungleich, wenn bei der Gegenüberstellung der 
Elementenreihen in der einen Elemente vorkommen, denen in den 
andern keine entsprechen. Die Zahl, welche mehr Elemente enthält, 


*) Weierstrafs (siehe die Elemente der Arithmetik von Kossak). 
Biermann, Functionentheorie, 1 
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heilst die grö/sere, die andere die Kleinere. Dieses gegenseitige Ver- 
hältnis bezeichnet man durch «>b, b <a, wenn a die grölsere 
Zahl it. Mta=dbgitdb=a, mta=b unddb=cwirda=e, 
und endlich folgt aus 
a > bundsb > oa, >c 

Will man die Vorstellung von der Zusammensetzung eines aus ver- 
schiedenartigen Elementen bestehenden Gegenstandes gewinnen, so 
mu[s man angeben, welche Arten von Elementen und wie viele Ble- 
mente der angegebenen Art vorkommen. Die zusammengesetzte Vor- 
stellung der einzelnen Gruppen gleichartiger Elemente ist die „zusam- 
mengesetzte Zahl oder Zahlengröfse“. Man sagt „Zahlengröfse“ darum, 
weil die neue Zahl anders ausfällt, wenn man Elemente hinzufügt 
oder wegnimmt. 

Zwei complexe Zahlen sind wieder gleich, wenn sie dieselben Ele- 
mente in gleicher Anzahl enthalten. 

Wir betrachten vor allem die aus gleichen Elementen gebildeten 
Zahlen, welche ganze Zahlen genannt werden, und nehmen einfache 
Verknüpfungen mit ihnen vor, zu denen ursprünglich erfahrungsgemäfs 
festgestellte Eigenschaften von Dingen der Sinnenwelt die Veranlassung 
gegeben haben werden. 

Wir bilden eine Zahl, die alle Elemente zweier aus demselben 
Grundelement zusammengesetzten Zahlen a und b enthält.”) 

Diese stets ausführbare Operation heilst Addition und besteht in 
der Vereinigung sämmtlicher Elemente beider Zahlen zu einer. Be- 
zeichnet man die gewonnene Zahl mit « + b, so ist offenbar 


a+b=b+a 


a+b+c=a+c+b=db+a-+te 
=b+c+a=c+ta+b=c+b-+a 
d.h. das Resultat der Vereinigung oder „die Summe“ ist unabhängig 
von der Folge, in welcher die Summanden «a, b, c verbunden werden. 
Neben diesem „commutativen“ Verknüpfungsgesetz besteht das in der 
Gleichung 


und ebenso 


a+(b+9=(a+b)+te 
ausgesprochene, welches besagt, dafs die Summe auch von der Ver- 
einigung der Summanden in Theilsummen unabhängig ist. Dieses Ge- 
setz heilst das associative. 
In der Summe kann man ferner jeden Summanden durch eine 
diesem gleiche Zahl ersetzen. 


*) Soll das Grundelement e, aus dem eine Zahl im Gegensatz zu der aus 
der Einheit gebildeten Zahl « zusammengesetzt ist, besonders kenntlich gemacht 
sein, so schreiben wir statt a ae. 


Die Elemente der Arithmetik. 3) 


Setzt man an Stelle jedes der Elemente einer Zahl b die Zahl a, 
so entsteht die Summe 


a+a-+:-.a (bmal), 


die man kurz mit @.b oder kurz ab bezeichnet. Die Operation, durch 
welche ab (sprich a mal b) gebildet ist, nennt man ‚Multiplication; 
ab heilst das Product der Facioren a und b, a der Multiplicandus, 
b der Maultiplicator. 

Wir bemerken, dafs das Product aus a ebenso zusammengesetzt 
ist, wie b aus der Einheit oder dem Grundelement, so dafs man sagen 
kann: 

Eine Zahl mit einer andern multiplieiren heifst, eine dritte 

Zahl so aus dem Multiplicandus bilden, wie der Multiplicator aus 

der Einheit gebildet :st. 


Indem die Multiplieation hier aus der wiederholten Addition hervor- 
geht, ist sie nicht als selbständige Iechnungsart anzusehen, und wir 
werden sie erst später als eine von der Addition verschiedene Ver- 
knüpfungsweise betrachten müssen. 
Man kann in 
a+a-+:----+a (bmal) 
aus jeder Gruppe von « Elementen eines herausnehmen und deren 
Vereinigung gibt b. Dieser Vorgang ist amal möglich; die Ver- 


einigung gibt 
3 BEL... Cr (amal—.ba, 
ab=ba. (1) 


Bilden wir die. Summe der folgenden b Horizontalreihen, deren 
jede die Zahl c amal enthält, 


und es ist 


REN 
ER 
TEEN? 


und andererseits die Summe der a Verticalreihen, deren jede die Zahl 
c bmal enthält, so folgt das Multiplicationsgesetz: 
(ca).b=(cb).a, 

und weil die Zahl ce abmal als Summand vorkommt, ist ferner 

(ca).b= (cb)a= c(ab),*) (2) 
d. h. das Resultat der Multiplication ist unabhängig von der Folge 
der Factoren und unabhängig von der Zusammensetzung der Factoren 
in Theilproducte. 


*) Vergl. Dirichlet’s Zahlentheorie. 
1F 
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Addirt man c Gruppen (a + b), so folgt das dritte „distributive“ 
Multiplicationsgesetz 
(a+b)e=ac-+tbe, (3) 
indem 
(a+b)e=(a+b)+(a+b)+:::-+(a-+ b) (cmal) 
—=(a+a-+:::+ oa [emall) +(b+b-+---+b[cemal]) 
ist. 
Als Folge dieser Gesetze geht für das Product zweier Summen 


a=m tt" Am; bed +4: 


d= ab + mb +: + mb 
+ ab, + ab, +: ambs 


+ da + Mn +: + Am dn 
hervor. 
Das Product von » einander gleichen Zahlen « nennt man die 


n!® Potenz von a und bezeichnet 
@.@....4.(nmal) mit a”. 


Die Zahl n heifst der Exponent der Potenz und «a deren Basıs. 
Aus der Definition folgen unmittelbar die Eigenschaften 


ar. a" — RENEN ambn — (a DyS amn — (a 


$S 2. Erklärung des Theilers und des Vielfachen einer Zahl. 
Gemeinsamer Theiler, gemeinsames Vielfache zweier Zahlen. 
Primzahlen und zusammengesetzte Zahlen. 


Ist eine Zahl c das Product aus der Zahl « und einer zweiten 
Zahl n, so heilst ce ein Vielfaches von a und a ein Theiler von c. 
Aus dieser Definition gehen die Sätze hervor: 


1) Ist ce ein Vielfaches von a, «a ein Vielfaches von b, so ist 
auch c ein Multiplum von b. 

2) Ist in einer Reihe von Zahlen jede ein Vielfaches der nächst- 
folgenden, so ist jede frühere ein Vielfaches jeder späteren. 

3) Ist sowohl a als auch b ein Vielfaches von c, so ist auch die 
Summe a —+ b ein Vielfaches von c. 


Man kann nun die Frage nach den gemeinsamen Theilern zweier 
Zahlen a und b, von denen etwa a die grölsere sei, aufwerfen und 
speciell den gröfsten gemeinsamen Theiler verlangen. 

Man zerlege aınb+b-+::.:b-+c, wo c<b ist, b ebenso in 
c+c-+:'.-c+d, wo d<e ist usw., so entsteht eine Folge von 
Gleichungen der Gestalt: 
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a=nb-+ ec, (a6) 
benectd, (d<o 
f=nm-ıg th (h<g) 
WE Nm, 


WO N%,,-05 ...N. ganze Zahlen bedeuten. —— 


Man wird, wie hier angezeigt ist, bei dem beschriebenen Fort- 
gang endlich eine Zahl f in ein Vielfaches einer Zahl g und einen 
„fest“ h zu zerlegen haben, der selbst Theiler von g ist. Der Procefs 
mufs einen Abschluls haben, da es nur eine beschränkte Anzahl von 
Zahlen gibt, die kleiner sind als b. Die Zahl h ist aber (nach dem 
Satze 3) auch Theiler von f und allen voranstehenden Zahlen, endlich 
auch von b und a. 

Den Satz 3) können wir folgendermaßen umkehren: Eine durch 
m theilbare Zahl c läfst sich nur so in eine Summe zweier Summanden, 
deren einer durch m theilbar ist, zerlegen, dafs auch der zweite diesen 
Theiler besitzt. Dann aber ergibt die Betrachtung unserer Gleichungen, 
dals jeder gemeinsame Theiler von «a und b auch ein Vielfaches von h 
ist, und darum ist h der gröfste gemeinsame Theiler von a und b. 

Ist in der Folge von Gleichungen schliefslich h gleich Eins, so 
haben a und b nur den selbstverständlichen gemeinsamen Theiler Eins. 
Indem man von diesem absieht, nennt man solche Zahlen: Zahlen 
ohne gemeinsamen Theiler oder relative Primzahlen. 

Von diesen Zahlen gilt zunächst der Satz: 

„Sind a und b relative Primzahlen, und ist % eine beliebige 
dritte Zahl, so ist jeder gemeinsame Theiler von ak und b ae 
Theiler von %k und b.“ 

In der That, multiplieirt man in den früheren Gleichungen, wo 
wir A=1 setzen, die rechten und linken Seiten _mit %, so erhält man 
die Gleichungen 

ak=nbk-+ ck 
BR — en + dk 


fh nn oe Er k 
Ik = Nmk; 
weil ja mit A=DB auch Ak= Bk ist, und an diesen Relationen ist 
die Behauptung leicht bestätigt. Jeder Theiler von ak und Db ist auch 
Theiler von n,bk und ck, dann von n,ck und dk usw., endlich von 
fk, gk und k. 
Mit diesem Satze sind die folgenden bewiesen: 
1) Sind die Factoren eines Productes ak relative Primzahlen 
gegenüber b, so sind ak und 5 relativ prim, 


6 Erstes Capitel. 


2) Sind a und b relative Primzahlen, hat aber a% den Theiler b, 
so ist % durch b theilbar. 

3) Ist jede Zahl einer Reihe von Zahlen relativ prim gegen 
jede Zahl einer zweiten Reihe, so ist auch das Product 
aller Zahlen der ersten Reihe relativ prim gegen das Pro- 
duct aller. Zahlen der zweiten Reihe, und speciell sind die 
Potenzen relativ primer Zahlen wieder Zahlen ohne gemein- 
samen Theiler. 


Wir können auch die gemeinsamen Vielfachen zweier Zahlen, d.h. 
die Zahlen, welche durch a und 5b theilbar sind und speciell das kleinste 
gemeinschaftliche Vielfache angeben, dessen Vielfache die übrigen Mul- 
tipla von a und 5 sind. Ist 

a=mas b=mb 
und sind «’ und b’ relativ prim, so hat jedes Vielfache von a und b 
die Gestalt 
n.ma'b’ 

und das kleinste ist ma’ b”. 

— 77 Nennt man eine Zahl p Primzahl, wenn sie nur die Einheit und 
sich selbst zum Theiler hat, und bringt man p mit einer andern Zahl 
a in Vergleich, so ist p entweder Theiler von a, oder p und a sind re- 
lativ prim. Die Zahl p muls ebenso Theiler eines Factors des Pro- 
ductes @.b... sein, wenn das Product und die Primzahl nicht rela- 
tiv prim sind. Auf diesen Eigenschaften der Primzahl beruht der 
folgende Satz: 

Jede Zahl a, die nicht selbst eine Primzahl ist, läfst sich immer 

nur auf eine Weise in ein Product von Primzahlen zerlegen. 

Die Zerlegung einer Zahl « in das Product von Theilern a,, a,. 
muls nämlich zu einem Abschluls führen , da diese Theiler immer kleiner 
werden und nur eine beschränkte Anzahl von Zahlen existirt, die 
kleiner sind als «; der letzte kleinste Theiler a, ist eine Primzahl »,, 
und es wird a=p,%k,. Durch denselben Vorgang findet man für k, 
eine Zerlegung k, = p,k, usw., endlich ist 


a = PıP2P3..-Pr- 
Eine zweite Zerlegung in ein Product von Primzahlen 


41 4293 - - » Im 
kann es nicht geben, denn andernfalls mülste das Product p, Ps P3- . Pr 
und in diesem ein Factor z. B. p, durch g, theilbar sein, doch weil p, 
eine Primzahl ist, folgt p, = q,, und ebenso ist A PD, = Q, usw. 
Es folgt die lang Übereinstimmung und der Satz ist bewiesen. 
Mit Hilfe der Zerlegung der aus Primzahlen zusammengesetzten 
Zahlen in ihre rent man eine neue Lösung der Auf- 
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gabe: den gröfsten gemeinsamen Theiler zweier Zahlen zu bestimmen. 
Sind diese Zahlen 
mm". DEN m... 

so ist der gröfste gemeinsame Theiler das Product der in « und b zu- 
gleich vorkommenden Primzahlen, jede in der niedrigen Potenz ge- 
nommen. 

Das kleinste gemeinsame Vielfache ist das Product aller in « und 
b vorkommenden Primzahlen, jede in der höher auftretenden Potenz 


genommen. 

All die Sätze von Theilern und Vielfachen ganzer Zahlen werden 
später in der Theorie der ganzen Functionen in gleicher Form wieder 
auftreten. 


S 3. Die indireeten Rechnungsarten mit ganzen Zahlen. 


Wir wenden uns zu den der Addition und Multiplication inversen 
Rechmungsarten. 

Eine Zahl b von einer Zahl a subtrahiren heilst: Diejenige Zahl 
finden, welche zu b addirt a ergibt. Die Zahl a heifst der Minuend, 
b der Subtrahend und die gesuchte Zahl, wenn eine solche existirt, 
die Differenz von a und b. Man bezeichnet dieselbe mit «a — b. 

Der Definition zufolge ist 

(.—b)+b=a. 

Die neue Operation, die Subtraction, ist eindeutig, denn aus der 

Annahme, dals sowohl 
«etb=a, als ah p+b=a 


a+b=ß+b, 
und die Vergleichung der «+ b und ß + b zugehörigen Elementen- 


reihen führt auf «= ß, 
Die Subtraction ist aber nur ausführbar, wenn der Minuend 


srölser ist als der Subtrahend. 
Die Eigenschaften der Differenz folgen aus der Definition. Es ist 


a+b— )+c=aHtl, 
d.h. a+(b — ec) ist diejenige Zahl, welche zu e addirt «+ b er- 
gibt, also wird 


ist, folgt 


a+b— J=a+trbdb—e. 
‘Setzt man c=b, so ist 


a+lb —bJ)=atb-—Ib. 


(a-b)+b)+Hb=aHtb, 
(.-)+b=a+b-b 


Da aber 
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ist, folgt S 
a+lb b)=(la—b)+l=a. 

Die Grölse (b— b) zu a hinzugefügt läfst « ungeändert. Wir be- 
zeichnen sie mit dem Zeichen 0 und dem Ausdruck Null. Besagt «, 
dals das Grundelement amal vorkommt, so sagt das Zeichen 0, dafs 
das Element nicht ‚vorkommt. 

Man findet auch leicht die in den folgenden Gleichungen nieder- 
gelegten Eigenschaften der Differenz bestätigt: 


a— (lb -)J)=atc—b 
+) - (bb+)=a—b 
(a — )- (lb -)=a-)b. 
Die inverse Operation der Multiplieation ist die Division. 


Eine Zahl a durch eine Zahl b dividiren heist diejenige Zahl 
c bestimmen, welche mit b multiplicert a gibt. 


Man nennt c den Quotienten aus dem Dividend a und dem Divisor b, 
und bezeichnet 


a r 
ee 


Nach der Definition ist 
a 
= b =—=(. 


Die neue Operation ist nur lösbar, wenn der Dividend ein Viel- 
faches des Divisors ist, aber dann in eindeutiger Weise, denn aus der 
Annahme 


a=cb = Pb 
folgt u—=ß. 
Für den Quotienten gelten zufolge der Definition die Eigenschaften 
Ei 
am et Mm a a re am ——_ Mm 
Dim De en a ee 


und ferner bleibt die aus einem Grundelement e gebildete Zahl a bei 
der Division durch e ungeändert. 


Der Quotient heilst auch Bruch, der Dividend und Divisor auch 
Zähler und Nenner. Ist in dem Bruche + a> b, so nennt man den 
Bruch unecht, andernfalls echt. 


« S 4. Einführung der gebrochenen und negativen Zahlengröfsen. 


Soll die Division unabhängig davon, ob der Dividend a ein Viel- 
faches des Divisors b ist oder nicht, ausführbar sein, so mu[s man ein 


neues mit Hilfe der ganzen Zahlen zu definirendes Ding, eine neue 
Grölse einführen. 
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Wir nehmen zu jedem einzelnen Elemente, aus denen die ganzen 
Zahlen gebildet sind, neue hinzu, so dafs zwei, drei neue Elemente 
usw. jenes eine vertreten. Bezeichnet man ein Element s,, deren » 
das Grundelement e oder sagen wir hier kurzweg die Einheit e=1 


FR ; 
ersetzen, mit __, so ist 
i L 1 
ne ie mal), 
Die Grölse, deren n die Zahl a vertreten, sei mit — = a2, bezeichnet, 
dann ist 


mal) sea 


Es entsteht zunächst die Frage, wie sich, die neu definirten Grölsen, 
die aus der Einheit und einer angebbaren (endlichen) Anzahl von 
„Bruchtheilen“ &, der Einheit zusammengesetzt sind, auf dals sie die 
allgemeine Form 

TE tem + + Amen, 
annehmen, die für die ganzen Zahlen aufgestellten Rechnungsopera- 
tionen gestalten. Vor der Beantwortung dieser Frage setzen wir aber 
fest, dals die neuen Gröfsen den für die ganzen Zahlen giltigen Ver- 
knüpfungsregeln Folge leisten sollen. Diese Festsetzung ist gewils 
zulässig, wenn die Anwendung der genannten Regeln auf die neuen 
Gröfsen keinen Widerspruch zu Tage fördert. 

Beachten wir, dafs der Definition gemäls 
MN Enn | 

ist, oder die Gleichung 

Emn + En + an (m mal) 

+ Emn + Emn +: + Emn (mmal) ER & 


n (mmalh) 1 nual ) 
besteht, so gibt die Anwendung der Additionsgesetze unmittelbar die 
Gleichungen: 
(Mer L 2 0dern, Mm En En, 
(Nm) mL r oder Nenn = Em 
Darnach kann man jede gebrochene Zahlengröfse 
a=my + mt "+ Amen, 
derart transformiren, dafs sie nur Elemente &, einer Art enthält. In 
der That ist n ein gemeinsames Vielfache der Zahlen n,, 9)... Mn, 


so zwar dals 
NY Mm... N. Ym N 
ist, so wird 
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und wenn man für a, ayne, schreibt, folgt die Darstellung 


a= (mn + Mr Ft AmYm) En, 
wobei das dritte Multiplicationsgesetz ganzer Zahlen verwendet wurde. 

Zwei Zahlengröfsen der neuen Art sind gleich, wenn sie so umge- 
formt werden können, dafs beide dieselben Elemente und jedes in 
gleicher Anzahl enthalten. 

Will man also zwei Zahlengröfsen «a und b vergleichen, so drücke 
man beide durch dasselbe Element &, aus und vergleiche die Anzahl 
dieser Elemente. Da man jedoch eine unbeschränkte Anzahl gemein- 
samer Elemente &, wird angeben können, in denen sich « und'b dar- 
stellen lassen, so muls man nachsehen, ob die einmal als gleich be- 
fundenen Zahlengrölsen bei anderer Vergleichungsart gleich bleiben. 

Angenommen a und 5b seien in der Form a, &„, b,&„ gegeben, m 
und »n hätten das kleinste gemeinschaftliche Vielfache r, und « und b 
erhielten in den Elementen sg, die Gestalt a,e, und b,e,, so sind 
sie gleich, wenn a,=b, ist. Da jede weitere Darstellung in denselben 
Elementen die Form 

Aykern, Dokerr 
annimmt, so sind die ursprünglichen Zahlengröfsen auch gleich, wenn 
a,k = b,k ist. Weil dann a, = b, sein muls, schliefsen wir, dafs die 
Art der eating, keinen Unterschied im Resultate De 

Wir N A auch, dafs die neuen Zahlengröfsen die folgen- 

den nothwendigen Forderungen erfüllen: 
mit a=b ist auh b=a, 
mit a=bundb=cwird a=c und 
mta>b,b>cwirda>e 

Die Addition der neuen Zahlengröfsen besteht jetzt darin, dafs 
man sämmtliche Elemente der Summanden zu einer Zahlengröfse ver- 
einigt. In der Summe (a + b), die zufolge des Gleichheitsbegriffes von 
der Anordnung der Summanden unabhängig ist, kann man a und b 
durch jede gleichwerthige Zahlengröfse @’ und b’ ersetzen, ohne den 
Werth der Summe zu ändern, und darum kann man die Summanden in 
demselben Elemente &, darstellen und die Anzahl dieser vereinigen. 

Das Product zweier Zahlengröfsen a und b soll den Multiplications- 
gesetzen ganzer Zahlen genügen, daher muls das Product 


(em + Em +: mmal). (m + m +: - "nmal) = mn (em &n) 
sein, und weil 
Re 
ist, folgt 
MN (EmEn) = (M En) (N En) = MN Eyın 
und 


l 
EmEn = Emn = mn : 
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Damit resultirt das Multiplicationsgesetz 
ab == A, Em: di En = Audi mn; 
das wir so aussprechen :. 
Das Product von a und b ist eine Zahlengröfse, die aus der 
Gröfse a und deren Bruchtheilen, so gebildet ist, wie b aus der 
Einheit und deren Bruchtheilen. 
Man erkennt, dafs die Multiplication hier bereits als selbständige Rech- 
nungsart auftritt. | 
Jetzt erst kommen wir zu dem Nachweise, dafs der Quotient 


ganzer Zahlen wo a kein Vielfaches von b ist, stets durch ge- 


a 
db’ 
brochene Zahlengrölsen darzustellen ist. In der That, ist a=nb-+r, 
soistntra=n-+ - diejenige Zahlengrölse, welche mit b multi- 
plieirt a gibt. 

Der Quotient zweier gebrochener Zahlengrölsen a, &, und b, &, ist 
wieder eine Zahlengrölse derselben Art und zwar gleich na, &mı,, denn 
es gilt 

(na Em.) dr &n = a Em dien "NE = 0. 

Die Subtraction der aus dem Grundelemente e oder der Einheit 
und deren Bruchtheilen &, gebildeten Zahlengrölsen ist so wie früher 
zu definiren, doch ist sie nur ausführbar, wenn der Minuend gröfser 
ist als der Subtrahend. 

Soll die Subtraction ganzer Zahlen oder gebrochener Zahlengrölsen 
stets möglich sein, d. h. soll auch in dem Falle, wo der Minuend a 
kleiner ist als der Subtrahend b, eine Zahlengröfse a — b existiren, die 
zu b addırt a gibt, so müssen wir wiederum neue Zahlengrölsen ein- 
führen, an die wir dieselben allgemeinen Forderungen stellen wie an 
die oben aufgenommenen Grölsen @&,. 

Wir definiren neben dem Grundelemente e als entgegengesetztes e' 
dasjenige, welches die Gleichung 

atete=ua 
erfüllt, worin « nur aus e zusammengesetzt ist. Das Grundelement e 
 heilse das positive, sein entgegengesetztes e’ das negative. Die Summe 
von e und e’ zu a addirt gibt wieder a, man schreibt daher auch 
ete—=0. 

Das entgegengesetzte Element des positiven Bruchtheiles &, von e 

heilse der negative Bruchtheil &,, und wiederum soll 


at. +. =a oder u + m —=0 
sein. Da 
a=a-+ ((en +). +5)+::: ++ &) nmal) = 
=aotn, tn» =atetNnn 
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ist, wird 
ne,=e, 


d.h. &, ist der nt: Theil von e’ und nach der früheren Bezeichnungs- 


‚ 


weise gleich —. 
Es gilt nun auch die Beziehung 
NE = Em, 
und darum kann man jede aus den beiden Elementen e und e’ und 
deren Bruchtheilen zusammengesetzte Zahlengrölse «a auf die Form 


Ye 
Ay Em 4 4y Em 


bringen, wo a, und a, nur aus e zusammengesetzt sind. Ist hierin 
a, > a, etwa aa = «, so wird 


= (Ay Em + AyEm) F Em = Em. 
Ist a, <a, und zwar „= a, + ß, so folgt «= ße„; wenn endlich 
4, = 4, ist, so wird a gleich Null. 

Zwei Zahlengröfsen der neuen Art sind wieder gleich, wenn sie so 
umgeformt werden können, dafs sie die positiven und negativen Ele- 
mente e und e’, &, und &, in gleicher Anzahl enthalten. 

Angenommen, dafs die Zahlengrölsen in der Form 

a=a+tae und b=b, +b,e 
gegeben seien, worin «;, @,, d,, d, nur aus den positiven Elementen 
e und &, gebildet sind, so kann man auch sagen, dieselben sind ein- 
ander gleich, wenn 
a+b=-b+% 


ist. In der That, mit «=D muls auch 


te +,+b=ebrbe+m,+tb, 
und hierauf 
„+b,=b, +a, sein. 

Die genannte Bedingung ist also nothwendig, sie ist aber auch hin- 
reichend, denn offenbar folgt umgekehrt aus derselben: a = b. 

Zur Gleichheit von a und 5b muls demnach die Summe der posi- 
tiven Elemente aus a und der entgegengesetzt genommenen negativen 
Elemente von b gleich sein der Summe der positiven Elemente von b 
und der entgegengesetzt genommenen negativen Elemente aus a. 

Die Addition der neuen Zahlengröfsen besteht wieder in der Ver- 
einigung derselben zu einer Gröfse. Zufolge des jetzt geltenden Gleich- 
heitsbegriffes kann man die positiven und negativen Theile gesondert 
vereinigen und die hervorgehenden Summen zusammenziehen oder man 
vollzieht die Verbindung in beliebig anderer Folge. j 

Die Multiplication zweier aus entgegengesetzten Grundelementen 
e, e' (oder den entgegengesetzten Einheiten + 1, — 1) und deren 
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Bruchtheilen — und gebildeten Zahlengrölsen ist, wie wir gleich 
sehen werden, mit Hilfe der Multiplicationsgesetze der aus e zusammen- 
gesetzten ganzen Zahlen auszuführen, wenn man nur die Multiplication 
der Grundelemente, also die Producte 
ee, ee’, e’e, ee’ 

auszuführen vermag. 

Unter Festsetzung der Permanenz der früheren Verknüpfungs- 
regeln setzen wir gleich ee’ = ee. 

Um die genannte Behauptung zu beweisen, zeigen wir, dals neben 


e e ee i 2er 
re Eee auch >, Fa, ——— und — — == — 
m mn mn mn- Mm MN MN 


ist. In der That schliefsen wir z. B. aus den Gleichungen 


N rl) 


e € e 
ee „ (mmal) ) ol 
m m N n 
und 
Care: e’ e 3 L 
m(—- - —)\)=el—-— + —- +: — — 
n = r (+ ee - (nmal)) ee, 
dafs 
Re BRIEE ee Lane 
mn mn nm n m 
wird. Ebenso gilt 
een ee ee 
mn mn nm nn m 


Wir müssen daher zur Multiplication unserer Zahlengröfsen nur noch 
die Regeln für die Multiplication der Grundelemente kennen lernen. 

Wegen e+e'—=0 ist 

a=a+te-+te und a=uae-te-+te. 
Die Multiplication der ersten Gleichung mit e führt auf 
ae=ae+tee-+tee, 
und wenn ee= e festgesetzt wird, folgt 
ee=ee =e.*) 
Weil ferner die Gleichungen 
ae =ae'te+te, ae =uae +ce' + ee 
bestehen, wird SR 
Kesee, 

Sind nun a und b zwei ause und e’, &, und &, zusammengesetzte 
Zahlengröfsen, so besteht die Multiplication von « mit b darin, dals 
man eine dritte Zahlengrölse aus a und der entgegengesetzten ae’ und 


*) Es ist entweder ee= e oder e'’e’ = e'; eine Gleichung muls festgesetzt sein. 
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den Bruchtheilen beider so bildet, wie b aus den Grundelementen e und 
e’ und deren Bruchtheilen zusammengesetzt ist. 


Die Subtraetion positiver d. h. aus e und den Bruchtheilen e, ge- 


bildeten Zahlengrölsen ist mit Hilfe der aus den entgegengesetzten 
Elementen e’ und.e, gebildeten negativen Zahlengröfsen stets aus- 
führbar, denn die Zahlengrölse, welche zu b addirt a gibt, ist offen- 
bar a-+ be‘. 

Diese Gröfse war früher mit «— b bezeichnet, daher schreiben wir 

a—b=a-be 
und nunmehr für be’ einfach — b, für e —eund nenne =—1 
die negative Einheit. 

Die der positiven Grölse b oder be entgegengesetzte negative ist 
nun —b=— be= be’ und in dieser heilst b der absolute Betrag von 
— b. — Will man anzeigen, dafs eine Grölse c nach gehöriger Trans- 
formation nur positive Elemente enthält, so setzt man derselben das 
Zeichen + voraus. Ist b ganzzahlig aus — 1 zusammengesetzt, so 
heilst diese Gröfse eine negative ganze Zahl. Ihr absoluter Betrag 
— b wird mit | b | bezeichnet, 

Die Subtraction negativer Grölsen ist jetzt durch Addition der 
entgegengesetzten positiven Grölsen zu ersetzen. 

Die Multiplication einer Zahlengrölse « mit Null gibt Null, denn 
es ist 


a (m + (— m)) =am+a(-—mM)=a(m—m)=am—am=0, 


und umgekehrt folgt aus ab —= 0, dals ein Factor Null ist. 

Die Division besteht wieder in der Ermittelung von b, wenn in 
a — ce a und c gegeben sind. 

Die Rechnungsregeln folgen aus der Definition der Rechnungsarten. 

Ein Product «ab = c ändert sich, sobald b andere und andere 
Werthe erhält, aufser wenn a—=0 ist. Umgekehrt ist b stets bestimmt, 
aufser in eben diesem Falle «= 0. Ist neben « auch c gleich Null, 


EN OD 

so kann man 5b beliebig wählen und darum ist — keine bestimmte 
.. . [4 D . o. 

Zahlengröfse. Ebenso wenig hat „ einen bestimmten Werth, denn wäre 


m die bestimmte Grölse, welche mit Null multiplieirt ce gibt, so mülste 
z Oel rt ni 
sein oder die bestimmte Grölse c wäre unbestimmt. Dieser Wider- 
spruch nöthigt uns, die Division durch Null als unzulässig zu erklären 
und auszuschlielsen. — 
Ks ist nun gezeigt, dals die für die ganzen Zahlen aufgestellten 
Rechnungsarten mit den positiven und negativen ganzen und ge- 
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brochenen Zahlengröfsen, die unter dem Namen der rationalen Zahlen- 
gröfsen zusammengefalst werden, mit alleiniger Ausnahme der Division 
durch Null widerspruchslos durchzuführen sind. Wir konnten die Rech- 
nungsregeln für die neuen Gröfsen ableiten und darum sind wir — 
wie gleich erklärt werden soll — berechtigt, dieselben fernerhin in die 
Rechnung aufzunehmen. 

Wenn wir später irgendwo eine Aufgabe in den rationalen Zah-. 
lengrölsen nicht lösen können, wie die Subtraction ganzer Zahlen in 
eben diesen Grölsen nicht durchführbar ist, sofern der Minuend kleiner 
ist als der Subtrahend, oder die Division ganzer Zahlen nicht in ganzen 
Zahlen zu bewerkstelligen ist, wenn der Dividend kein Multiplum des 
Divisors ist, werden wir neue Grölsen zu definirensund hierauf den 
Vergleich der neuen Grölsen untereinander und mit den rationalen 
vorzunehmen haben. Dabei fordern wir, dals sie denselben Verknü- 
pfungsregeln folgen wie die ganzen Zahlen, und suchen ihre Rech- 
nungsregeln, wie z. B. ee’ =e’ eine war; oder besser wir fragen, ob 
und wie sind für die neuen Grölsen a, db, ec... die arithmetischen 
Grundoperationen (Addition, Multiplication, Subtraction und Division) 


zu definiren, damit a +b, ab, a—b, 3 Gröfsen derselben Art 


bleiben wie a und b selbst, und dafs ferner die in den folgenden Glei- 
chungen ausgesprochenen Gesetze gelten: 


atb=b+ta, (a+d)+c-(atg+Db, 
ab=ba, (ab)e=(ac)b, ab +)J=ab-tae, 


(«—b)+b=a, lt? 


Die Existenzberechtigung neuer Grölsen in der Rechnung werden 
wir wie früher blos darin suchen, dals sich von ihnen die Bechnungs- 
operationen in der nun bestimmten Weise widerspruchslos ausführen 
lassen. 

Das bisherige und das weiterhin zu gewinnende Grölsensystem für 
die Rechnung ist und wird auf einer — soweit wir hier sehen — 
allerdings bestimmten aber nur formalen Grundlage aufgebaut. Von 
vornherein besteht ja kein zwingender Grund, von neu definirten 
Gröfsen zu verlangen, dals sie den Rechnungsgesetzen ganzer Zahlen 
gehorchen, aber diese (willkürliche) Forderung, die so lange erlaubt 
ist, als keine Widersprüche daraus erwachsen, hat eine unentbehrliche 
Harmonie in der Mathematik zur Folge. Es bedarf keiner Rechtferti- 
gung, wenn wir gerade die Permanenz der formalen Gesetze zum 
Prineip erheben; die Existenzberechtigung der neven Gröfsen in der 
Rechnung ist aber zweifellos, wenn die genannten Forderungen auf 
Grund gewählter Definitionen zu erfüllen sind. 

Andrerseits wird man aber auch die Definition eines neuen Be- 
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griffes nach dem Prineip der Permanenz der formalen Gesetze wählen. 
Bei der Einführung eines neuen Begriffes in die Mathematik ist es 
oftmals gewissermafsen willkürlich, in welcher Weise man die auf 
frühere Begriffe angewandten Operationen auf die neuen überträgt. 
Ist etwa die Definition der Potenz einer rationalen Zahlengrölse a 
durch wiederholte Multiplication gegeben: 
a"=a.a...a(nmal), 

so zwingt uns von vornherein nichts, dafs wir unter der ganzzahligen 
aber negativen Potenz etwas Bestimmtes verstehen. Unterwerfen wir 
aber die positive ganzzahlige Potenz den früheren Operationen und 
lassen wir die Rechnungsregel 

am 

am 


= ar" (m>n) 


auch dann gelten, wenn m — n negativ oder Null ist, so folgt 
1 


(0 (n—m) —. 
ar m 


als Definition der negativen Potenz und ebenso a’ = 1. 


S 5. Besondere Darstellung der rationalen Zahlengröfsen. *) 


Wir wollen eine bestimmte Darstellung der bisherigen positiven 
Zahlengröfsen und zuerst der aus dem Grundelemente e=1 gebildeten 
positiven ganzen Zahlen besprechen. 


Ist « eine bestimmte Zahl > 2 und «a eine beliebige Zahl > «, so 
wird a mit einer der ganzzahligen Potenzen 


EN, Dem Vormreettnehs 
übereinstimmen (a —= «”) oder zwischen zwei aufeinander folgenden 
liegen (0 <a < a”+1), In diesem Falle ist nothwendig 

a=eorc oder a=etc-Hr, 
wo die ganzen Zahlen e <a und r < a” sind. 

It r >«, so muls 


r= aA odrtr= aa, 
sein, wo neben 
RE ee 
ist. Im Falle r, > « setze man neuerdings 
y=06,0% odr n=%a® +7, 
mom, lee un von 
usw. So fortfahrend wird man zum mindesten nach (m — 1)maliger 


*), Siehe Stolz: Vorlesungen über allgemeine Arithmetik, 
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Wiederholung zu einem Reste »„-ı < « gelangen und kann a als 
Summe 


cam er I... + m-ıE + In (1) 
darstellen, in der ec, &,, ... &m-ı der Grölsenreihe 
Dr A | 


entnommen sind. 


Diese Darstellung ist nur auf eine Art möglich; denn setzt man 
auch 
a=dar dor -!i+..-+d.-ı® + Mm-ı, 


so ist die Übereinstimmung der beiden Darstellungen leicht erwiesen. 

Da sowohl 

DW ar, als auch ur. a. < ai) 
gilt, ist ja 
ee A A 
und diese Ungleichungen bestehen nur zusammen, wenn n = m ist. 
Weil ferner 
cor<a<(c+]1)or, der <a<(d-+1)a” 
ist, muls 
e<d+1l, d<c+1l, alsod=c 

sein. Durch dieselben Schlüsse folgt , = 4, u =&%,-: :: m;-ı = 
752 19.28, 0. 

Nehmen wir nun eine aus der Einheit und deren Bruchtheilen ge- 


bildete (positive) rationale Gröfse auf, so ist entweder 


u 
b 
a=cb od a=ad + rn; 
wo von den ganzen Zahlen c, und r, die letztere kleiner ist als b. Es 


wird also 
a 


Te oder o<z<aHrtl. 


Bildet man ar, —=c,b oder an =cb-+r,, wo e, eine ganze Zahl 
aus der Reihe 0, 1,2,...e—1lundl<r, <b ist, so wird 


a ce c 6 1 
y=at+r7z oder ae i 
Indem man die Divisionen 
a Y ar r ar Ta 
z=4t3>3: ss -4at730 a a eh 


ar 1.41 
ne. 2 


fortsetzt, folgt für -- eine Darstellung: 


Rt RD 
ee gt re (2) 


Biermann, Fnnetionentheorie, 2 
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wenn die Division ‘einmal ohne Rest r,„ aufgeht. Weil mit der Glei- 


m 
ae am=ic ar ?c, + :-- + Ucm-ı Em 


wird, sieht man, dafs die genannte Darstellung nur möglich ist, wenn 
b allein aus Primfactoren von a zusammengesetzt ist; dann aber gibt 


[77 a . s 2 r 
es für -, Aur eine in Rede stehende Darstellung, in der man auch «, 


in der früheren Weise ausdrücken kann. 

Sollte keine der Divisionen aufgehen, so gibt es in der Reihe der 
Gröfsen r höchstens b — 1 verschiedene, da nur b — 1 ganze Zahlen 
kleiner als b existiren. Wenn es somit in der Reihe r,, 7, ...99-ı 
einen wiederkehrenden Werth r„ gibt und etwa 

Y\m+k Tr 
ist, so wird 
Cm ++» — Cm+x7 IYm+k+x = Im-+x (x —=] J RE k) 
und folglich wiederholen sich in der Reihe der Gröfsen @„+1, @m+2-- - 
die k <b — 1 Größen en+1, Cm-2 :: - Cm+r ohne Ende. 
Die Zahl 


EEE en EN TEE, 


. . [07 Be . . . . 
heifst die zu —- gehörige Periode in Bezug auf die Basis «. Ob man 


in dem Falle des Erscheinens einer solchen Periode 


[7 € 6 € C 1 1 

ee Far r ee Fe ee 
setzen kann, muls erst untersucht werden, denn jetzt können wir aus 
der Beschaffenheit unmittelbar aufeinander folgender Gröfsen c nur 
schliefsen, dafs die Ungleichungen 


a a ee ya... are 
ee N uber nn an a 
bestehen. Der absolute Betrag der Differenz der Grölsen, zwischen 


a 


welchen 7- eingeschlossen ist, ist gleich Be und dieser kann bei hin- 
& 


länglich grols gewähltem %» kleiner gemacht werden, als ein noch so 
kleines Element &, = En . 

Wir erkennen also, dafs die Darstellung einer positiven rationalen 
Grölse 7 nicht immer in der Form einer Summe einer endlichen An- 


zahl ganzer Zahlen und Brüche mit den Potenzen einer fest gewählten 
Zahl « als Nenner möglich ist, und bei dem Versuche, diese Dar- 
stellung allgemein durchzuführen, begegnen wir Summen mit einer 
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unbeschränkten Anzahl von Elementen e und :,„—= —, die wir nun 


(2 
5 W 
für sich behandeln müssen. 


$S 6. Einführung der irrationalen Gröfsen. 


Wir ziehen ganz allgemein Gröfsen in den Kreis der Betrachtung, 
die im Gegensatz zu den rationalen Zahlengrölsen durch Zusammen- 
setzung einer unbeschränkten Anzahl von (vorderhand blofs positiven) 
Elementen gebildet sind. Begrifflich ist eine solche Gröfse durch 
eine „Reihe“ 

tn tt, 
vollkommen definirt, wenn man angeben kann, welche Elemente und 
wie oft diese in der Reihe auftreten. 

Wir denken. uns durch die Reihe ein Object, eine Grölse gesetzt, 
fassen die Reihe im Gegensatz zu den Elementen und den Summen 
einer endlichen Anzahl von Elementen als Grölse für sich auf. 

Es muls zunächst gezeigt werden, wie man die neuen Gröfsen 
untereinander und mit den rationalen Zahlengröfsen vergleichen kann. 

Die Definition der Gleichheit rationaler Grölsen, die auf der 
Transformation in gleiche Elemente &, beruhte, ist hier nicht anwend- 
bar, weil eine unbeschränkte Anzahl von Transformationen unausführ- 
bar ist. Man kann z. B. die Gleichheit von 


1 3 3 3 
Ba UNE erg ar 


wo 10 die Stelle des früheren « vertritt und 3 die Periode von = ist, 


nicht in der früheren Weise darthun, und man muls eine neue De- 
finition der Gleichheit aufsuchen. 

Dazu führt die folgende Definition: Nimmt man aus einer Gröfse 
a der neuen Art eine willkürliche aber beschränkte Anzahl von Ble- 
menten heraus, so sagt man, man habe einen Destandtheil herausge- 
griffen. Darnach heifst b ein Bestandtheil von «, wenn eine beschränkte 
Anzahl von Elementen in @ so transformirt werden kann, dals in « 
nebst b noch andere Elemente vorkommen. 

Gröfsen der neuen Art, in denen jede Zahl als Bestandtheil ent- 
halten ist, heilsen unendlich. Wir schlielsen diese Gröfsen von der 
Betrachtung aus, bemerken aber gelegentlich, dals eine Grölse, die 
ein noch so kleines Element unendlich oft enthält, selbst unendlich 
ist. Da man z.B. zeigen kann, dafs 


IH. +. 44. + 


das Element = unendlich oft enthält, indem ja 
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1 1 ef n 1 
Pa a ee lern s 


ist, so ist die genannte Grölse unendlich. 

Eine Gröfse a heifst endlich, wenn es eine aus einer angebbaren 
Anzahl von Elementen gebildete (rationale) Zahlengrölse gibt, die in 
a nicht als Bestandtheil enthalten ist, oder wenn man eine aus einer 
beschränkten Anzahl von Elementen zusammengesetzte Zahlengrölse b 
angeben kann, der Beschaffenheit, dafs jede aus Elementen von a ge- 
bildete Zahlengrölse in b enthalten ist. 

Nach diesen Definitionen heilsen zwei Grölsen der neuen Art 
gleich, wenn jeder Bestandtheil der einen Grölse in der anderen als Be- 
standtheil enthalten ist. 

Diese Definition umfalst offenbar die früheren Definitionen der 
Gleichheit rationaler Zahlengrölsen, bei denen wir ja auch von Be- 
standtheilen sprechen können. 

Zwei unendliche Grölsen sind einander gleich und-jede ist gröfser 
als jede endliche Zahlengrölse. 

Wir stellen nun folgende evidenten Sätze auf: 

1) ist d ein Bestandtheil von a und b = c, so ist auch c Bestand- 
theil von a. 

2) Ist ce in b und b in a als Bestandtheil enthalten, so ist auch 
c Bestandtheil von a. 

3) Sind @ und b ungleich, so muls es eine Grölse c geben, die 
in a oder b enthalten, aber in b respective « nicht enthalten 
ist. Dann ist jeder Bestandtheil von b in a, beziehungsweise 
jeder Bestandtheil von a in b enthalten. 

In dem ersten Falle heilst « gröfser als b, im zweiten a kleiner 

als b. 
Zum Beweise des dritten Satzes sei 
b=b,-+b,, b,<e, 
also b, ein Bestandtheil von e. Wenn c Bestandtheil von a ist, wird b, 
in b und«a enthalten sein; und das gilt von jedem Bestandtheil von b. 

Für die Gleichheit zweier Grölsen lälst sich ein einfaches Krite- 
rıum angeben. 

Wir bemerken zunächst, dafs in der Folge von Zahlengröfsen 


a 2 m m 1 
n’n. ya: N 


yore 


gewils eine erste existirt, die gleich oder grölser ist als eine vor- 
gelegte endliche Grölse a. Es sei 


m+ 2 >a, 


N 


dann wird 
mi m m—1 
, SEE <a, nn oo, m <a. 


Die Elemente der Arithmetik. i 2 


d.h. - ist Bestandtheil von a. Bringt man die Gröfse a nach Ver- 


einigung einer endlichen Anzahl von Elementen auf die Form 


Mm = 
a=4, 4 4, Wo ne ist, 
' so wird 

2 
A ne 
2 


Wählt man nun eine beliebig kleine Gröfse ö, so kann man nach 
einer endlichen Anzahl von Operationen einen solchen Bestandtheil a, 
aus a herausgreifen, dafs — a, < 0 wird. Man hat » nur so grofs 


zu wählen, dafs — < GN AR 
Sind zwei gleiche Grölsen a und b gegeben, so zerlege man die- 
selben durch eine endliche Anzahl von Transformationen in 
o=4+n, b=b+b,, 
wo a, und b, kleiner sind als eine positive Grölse d. Weil der abso- 
lute Betrag von a, — b,, den wir mit |a, — d,| bezeichnen, auch 
kleiner ist als d, erhalten wir den Satz: 


Aus zwei gleichen Zahlengröfsen a und b lassen sich stets solche 
DBestandtheile a, und b, herausnehmen, dafs die Differenzen (a — a,), 
(b — b,) und der absolute Betrag |a, — b,| kleiner wird als eine belie- 
big kleine vorgegebene positive Gröfse. 


Dieser Satz wird durch seine Umkehrung von Bedeutung, die fol- 
gendermalsen lautet: 

Kann man von zwei Größen a=a, + %, b=b, + b,, wo die 
Bestandtheile a, und b, kleiner sind als eine vorgegebene beliebig kleine 
Gröfse ö, zeigen, dafs auch |a, — b,| < d wird, so sind a und b ein- 
ander gleich, d. h. jeder Destandtheil von a ist in b und umgekehrt jeder 
Bestandtheil von b ist in a enthalten. 


Beweis. Es sei c ein Bestandtheil von «, dann zerlege man a 
derart in a, + a, das a<oöd und a,>c wird. Ferner sei in 
dp=b, tb, ,<d und | —b|<2. 

Zufolge der letzten Bedingung ist entweder a, Bestandtheil von Db,, 
und dann wird c in a und b enthalten sein, oder es ist b, Bestandtheil 
von a, aso u —b, <d. Esseia,=b, + e, wo e ebenso wie q, 
und D, eine rationale Zahlengröfse bedeutet, die kleiner sein soll als 6, 
dann wird , >ce— eundb—c>b,— e Nehmen wir an, dals c 
kein Bestandtheil von b sei, so mufs & > b, sein und, —b, = e wird 
nicht kleiner als das beliebig kleine d. Ist aber c Bestandtheil von b, 
so wird & < b, und unsere Bedingungen sind erfüllt. Damit ist der 
Satz bewiesen. 
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Sind a und b zwei durch eine unbeschränkte Anzahl von Elementen 
zusammengesetzte ungleiche Gröfsen, so kann man in dem Falle b <a 
stets eine rationale Gröfse ö so finden, dafs auch noch 


b+ö6<a R 
wird; ist aber a < b, so existirt eine Gröfse d, für die noch die Un- 
gleichung Bee 


erfüllt würd. 
Beweis. Es sei 
ı 1 1 
a a u 
und b <a, dann gibt es einen Bestandtheil ce von a, der nicht in b 


5 NR s 1 
enthalten ist. Denken wir jetzt aus a so viele Klemente _- heraus- 


gegriffen, dafs " 
1 1 1 
Bis N 
so wird c+ ne auch Bestandtheil von « sein, aber gewils nicht von 
v+1 
b+6, wenn d< — gewählt ist. Man kann also ein Ö der For- 


Yv+1 
derung gemäls angeben. 
Ist b <a, so kann man aber auch eine Gröfse ö so bestimmen, 
das b +9 =a wird. 
Beweis. In der That wählen wir aus der Elementenreihe 


1 1 1 1 
ERITRE R 


il 
—, —, so dals 
m-1 N, 


1 
on a n 


ö © D . 1 e 1 > 
und gilt hier die Gleichung a =5b + 7, 80 ist —- die verlangte 
4 1 


zwei aufeinander folgende Terme 


En ; 1 1 
Grölse d. Im Falle a>b a suche man ein Element me dals 
1 2 


1 1 l 1 
a et 
Es kann hier n, >n,, aber nicht n, <n, sein, sonst wäre nämlich 
die erste Ungleichung nicht richtig. — Gilt hier das Gleichheitszeichen, 


so ist - -+ = — Öd, andernfalls bestimmt man ein Element, so dals 
1 2 


1 1 1 i 1 1 
na SL ue N ai N, I Nz 
usw. Durch das beschriebene, vielleicht endlose aber bestimmte Ver- 


fahren wird eine Grölse 0 definirt, denn man kann ihre Elemente 
nach und nach angeben; sie ist endlich und erfüllt die Gleichung 


b+d=a. 
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In der That: wäre sie unendlich, so hätte sie einen Bestandtheil 6, 
der grölser ist als irgend eine willkürlich vorgelegte Zahlengröfse @. 
Ist dann v so gewählt, dafs 

1 1 
ee 
so muls 


> @ 
y 1 1 1 
a 


ist Bestandtheil von a usw. Nun wäre aber a auch unendlich und das 
widerspricht der Voraussetzung. 

Endlich ist b5-+08=a, denn jeder Bestandtheil ce von b +6 ist 
in a enthalten und ER — Es sei wieder v so gewählt, dafs 


et. +. + + 


N, ? 
dann folgt ler C er Babe von a, denn die rechts- 
stehende Grölse ist in a enthalten. 

Ist a andrerseits in a, + a, zerlegt, wo a, aus einer endlichen 
Anzahl von Elementen zusammengesetzt ist, so ist dieser Bestandtheil 
a, von a mn b-+- 0 enthalten. — Nimmt man in Ö die gleichen Ele- 
mente zusammen, definirt ö also durch die Reihe: 

v v 14 
ee, 
so bestehen die a 


er + inne 
1 2 


Mg 


sein, denn 


denn es ist nn im Falle == 2 
el Yu N rn an Yu 1 


+ er h 
Mm, m, m, 1 m, m, (Mm, _ 1) 


Wählt man u derart, dals En <A,, so wird 
u 


a 


m 


und «a, erscheint als Bestandtheil von b + 6. 
Nach diesen ae ist es ein Leichtes, die Gleichheit von 
1 


15 Ba 2 a und 3 


mn 


oder die von 
1 1 1 
En ee und 2 


oder 


1 1 1 1 
a Te und 1 
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zu beweisen, indem man zeigt, dals jeder Bestandtheil der links ste- 
henden Grölsen in den entsprechenden rechts vorkommt und umgekehrt. 


Nach Aufstellung des Begriffes einer aus einer unbeschränkten 
Anzahl von Elementen gebildeten Grölse, nach den Definitionen des 
Gleich-, Gröfser- und Kleiner-Seins zweier solcher Grölsen, mufs man 
untersuchen, „ob und wie sich für dieselben die arithmetischen Grund- 
operationen so definiren lassen, dafs erstens die aus zweien Grölsen 
a und b gebildeten Gröfsen 

a+b, a—b, ab, 2. 
Gröfsen derselben Art sind und zweitens die in den auf Seite 15 an- 
gegebenen Gleichungen ausgesprochenen Gesetze gelten.“ 


Die erste Gleichung verlangt, dafs die Summe zweier Grölsen a 
und b als eine dritte Grölse definirt wird, welche alle Elemente von 
a und b enthält und zwar in der Vielheit, als sie in «a und b zu- 
sammen vorkommen. 


Die Summe a —+b ist mit «a und b endlich, denn es gibt Zahlen- 
srölsen « und P, die grölser sind als jeder Bestandtheil von «a resp. b, 
und «+ ß wird grölser als jeder Bestandtheil von «a + b. 

Die Summe einer angebbaren Anzahl endlicher Grölsen ist wieder 
endlich, die Additionsgesetze bleiben erhalten und gleiche Grölsen 
vertreten einander in der Summe, 

Das Product zweier Grölsen a und 5b ist eine Grölse, die aus den 
Producten jeglicher Elemente von « und b zusammengesetzt ist. Dar- 
nach kann man angeben, welche Elemente und in welcher Anzahl 
diese in dem Product vorkommen, dasselbe ist also begrifflich definirt. 
Man muls nur zeigen, dals das Produet mit den Faectoren endlich 
bleibt, dafs die Multiplicationsgesetze erhalten bleiben und sich in 
dem Product gleiche Grölsen vertreten können. 

Zufolge der Definition der endlichen Grölse kann man eine ratio- 
nale Zahlengröfse « angeben derart, dals jeder Bestandtheil (a, + a, 
++ 4„) von a in « enthalten ist. Ebenso sei ß eine rationale 
Grölse, die jeden Bestandtheil (db, +5, +: --+ b„) von b enthält. 
Greift man hierauf aus dem Producte «b einen Bestandtheil 


1 Zur 


wz=lWw=i 


heraus, wo %k und / kleiner oder gleich m beziehungsweise » bleiben, 


so ist 
y<s I Dan <0.B 


u=l ıZ1 
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d. h. jeder Bestandtheil des Productes ist in «ß enthalten und ab ist 
endlich. *) 

Unter steter Verwendung des verallgemeinerten Gleichheitsbegriffes 
lassen sich die Multiplicationsgesetze beweisen und endlich ist auch 
ab=ab, wenn b=b’ ist. Dazu muls wieder jeder Bestandtheil y 
von ab auch in ab’ enthalten sein und umgekehrt. 

In y kommt ein Bestandtheil von a und einer von D vor, der letztere 
ist auch in b’ enthalten. Es läfst sich also stets ein Bestandtheil 
(db +by +: --+ b,) von b’ angeben, der mit dem in Rede stehen- 
den Bestandtheil von @ multiplieirt zu einem Producte führt, das 
grölser oder gleich p ist. Folglich ist y auch in ab’ enthalten. 

Umgekehrt ist jeder Bestandtheil von ab’ auch in ab enthalten, 
und darum ist ab= ab. — 

Jetzt sind wir zu beurtheilen im Stande, wann die Summe einer 
vorgegebenen unendlıchen Menge (zuerst blos) positiver und rationaler 
Zahlengröfsen a, ,@z. . - dn, d.1. diejenige Grölse, welche alle Elemente a, 
in derselben Vielheit wie die Menge enthält, eine bestimmte Bedeutung 
hat. Vor allem darf kein Element oder Summand a, unendlich sein 
und keiner unendlich oft vorkommen, sonst wäre die Summe auch un- 
endlich und darum unbestimmt, weil wir nur sagen können, sie ist 
grölser als jede endliche Zahlengrölse. Ferner mufs jede aus einer 
endlichen Anzahl von Elementen a, gebildete Summe kleiner sein als 
eine amngebbare Zahlengröfse, damit die Summe der unendlich vielen 
Elemente endlich ist. 

In der That, bedeutet $, die Summe irgend einer endlichen An- 
zahl von Elementen, so kann man in der Reihe von Summanden 


a 
ein n stets so bestimmen, dafs 


Be Se 


v=1 

ist. Wäre nun 8,.> @, wo @ irgend eine angebbare Zahlengröfse 
bezeichnet, so besälse S,, einen Bestandtheil, der in @ nicht mehr ent- 
halten ist. Doch weil 8, nur Bestandtheile besitzt, die der Summe 
aller Elemente «a, angehören, so mülste die Summe unendlich sein, in- 
dem ja @ beliebig grols gewählt werden kann. Die genannte Bedin- 
gung ist also nothwendig; sie ist aber auch hinreichend, denn wenn 
eine Zahlengrölse g > 5, existirt, wird 


n m nn 
*) Hier ist >? 3, das Zeichen für ++: +b,, >) >’ a,b, das 
v1 nur —i 


Zeichen für die Summe aller Combinationen a, b,, wenn u und v die Zahlenreihen 
1, 2...m und 1,2...n durchlaufen. 
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> = g, 


„ll 
sein, wie grols auch m gewählt sein mag, d.h. g enthält Bestandtheile, 
die der Summe nicht angehören. Wenn somit jeder Bestandtheil der 
Summe in der angebbaren Gröfse g enthalten ist, wird die Summe 
aller Elemente endlich. 

Zufolge des für die aus unendlich vielen Elementen zusammen- 
gesetzten Grölsen geltenden Gleichheitsbegriffes kann man die Sum- 
manden beliebig: vertauschen, ohne dals die Summe der neu geordneten 
Reihe von der ersten Summe abweicht. 

Man kann die Summanden auch beliebig in Gruppen zusammen- 
fassen und diese summiren. Hierbei ist es für das Resultat gleich- 
giltig, ob man Gruppen mit einer endlichen Anzahl und eine mit 
einer unbeschränkten Anzahl von Elementen bildet, oder eine endliche 
Anzahl von Gruppen, deren jede unendlich viele Elemente besitzt, 
oder ob man unendlich viele Gruppen mit einer endlichen Anzahl von 
Elementen zusammensetzt; die Summe besitzt jedesmal dieselben Be- 
standteile. 

Es ist auch erlaubt, jedes Element @, durch eine demselben gleich- 
werthige Grölse zu ersetzen, ja selbst dann, wenn die Elemente «a, 
aus unendlich vielen Elementen zusammengesetzt sind: 

a on MO ee 
denn die Summe der Summanden [DW ist mit der Summe der a, end- 
lich und dieser gleich. 

In der That existirt ja eine Gröfse g, die grölser ist als jeder 
Bestandtheil der Summe a,, und wie grols man n auch wählen 
mag, es wird 


I> Hurt tm: 

Nimmt man hierauf irgend eine Summe von Gröfsen DW): 

ve) + 0.) ae v0») 
so ist 

a, ta, +: +0,< ur 48 08 a 

also umsomehr 

9> Dr) + By + RE 0°) 
und die Summe der Grölsen b ist endlich. Ebenso leicht folgt die 
zweite Behauptung. — 


Aus der Definition des Productes zweier aus unendlich vielen Ele- 
menten zusammengesetzten Gröfsen a und b erschlielst man, wie eine 
endliche Summe unendlich vieler Summanden mit einer Gröfse multi- 
plieirt wird und wie man das Product zweier solcher Summen erhält. 
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Es wird 
HrRt+ tn tr )beba rbb, +: ++: 
ba +94: ++: ) 


++ tat tt at) 
= ad tab» + + mb tm tab +: 
Bezeichnet man die Summe der Grölsen a, mit S,, die der Grölsen b, 
mit 8,, so haben die neu gebildeten Reihen die Summe D5.S$, resp. 
Da: Do: — 


ist eine unendliche Menge endlicher Gröfsen 


und 


UNE Pe 
gegeben, unter denen nicht unendlich viele gleiche vorkommen, so 
sagt man, dals die Summen 
=; Ds = m t.a,, S=a+@- 4;, 2 
S-mtR+::: 4 

gegen eine Grölse 5 convergiren, wenn nach Annahme einer beliebig 
kleinen positiven Grölse Ö eine ganze Zahl m so bestimmt werden 
kann, dals für alle Werthe von »n > m 


Wenn die unendliche Menge von Gröfsen a, eine endliche Summe 
S besitzt, so convergiren die Summen 8, 8... ... nach der 


Gröfse 8. 
Wählt man irgend eine kleine positive Grölse &, so kann man zu 
dieser eine ganze Zahl m derart finden, dals für alle n > m 


8S—-,<e 
wird und diese Ungleichung stimmt mit der früheren überein, sobald 
&e< 6 ist. Dann convergiren die Grölsen S,, 8,...8.... wirklich 
nach 8. 
Convergiren umgekehrt die Summen S,, 85... Sn... nach der end- 


lichen Gröfse S, so ist S die Summe der Reihe 


tem, 
denn wegen der jetzt geltenden Ungleichungen 

S—- 5.<6 m>m) 
ist die Summe endlich und von S nicht verschieden. 

Damit ist die Definition der Summe einer unendlichen Reihe voll- 
zogen und wir sehen, dals die Summe einer unendlichen Menge posi- 
tiver rationaler Grölsen a, gleich ist der durch die Zusammensetzung 
dieser Grölsen definirten Grölse, die wir oben als ein im Gegensatz 
zu den gegebenen Gliedern für sich bestehendes bestimmtes Object 


gedacht haben. 
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Jetzt können wir diese Grölsen direct als Summe unendlicher 
Reihen in die Rechnung einführen und verstehen unter der Summe 
diejenige Gröfse, nach welcher die Theilsummen $,, S,... 8%... con- 
vergiren. Wir müssen nur noch zeigen, dafs bei gehöriger Definition 


auch a — b und Gröflsen gleicher Art bleiben wie « und 5b und 


dafs die Gesetze gelten: 
(a —b)+b=a, —b—a. 


Die Subtraction neuer Gröfsen «a und b macht keine Schwierig- 
keit, wenn der Minuend größser ist als der Subtrahend. Andernfalls 
muls man auch Gröfsen einführen, die aus einer unendlichen Anzahl 
positiver und negativer Elemente zusammengesetzt sind. 


Es seien 
a=a,+(-9), b=b+(-b,) 
zwei solche Gröfsen, wo a,, @,, d,, d, aus unendlich vielen positiven 
Elementen gebildet sind. Sie heilsen gleich, wenn 


a+rb=1,+b, 
ist. Ist don a=b undb=c, wce=c,-+(—6,) sei, so folgt aus 
„trb=,+b web F9=b+ a 
ut, =a,-+ c oder a=e. 

Eine aus unendlich vielen positiven und negativen Elementen zu- 
sammengesetzte Grölse «a heilst wieder endlich, wenn eine positive 
Grölse existirt, die grölser ist als der absolute Betrag irgend eines 
Bestandtheiles von a. 

Ist « endlich, so mufs umgekehrt sowohl die aus den positiven 
als auch die aus den negativen Elementen von a allein zusammen- 
gesetzte Grölse endlich sein. — 

Eine Zahlengröfse a aus umendlich vielen positiven und negativen 
Elementen Em, = => VesSp. m, = — - kann durch eine endliche An- 


zahl von Operationen stets so transformirt werden, dafs der absolute 
Betrag der negativen (oder positiven) Elemente kleiner wird als eime 
beliebig kleine positive Gröfse 6. 


Bezeichnet man 


a v=1,2. 
und ist etwa «> ß, so ns man P=P, u ß, so zerlegen, dals ß, 
Bestandtheil von « und ß, < wird. Setzt man darnach «= a, -+ß,, 
so wird 
ee era): 
Wäre «<ß, so entstünde in dieser Form ein positiver Theil, der 
kleiner ist als das vorgegebene d. 
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Aus den letzten Definitionen und Sätzen gehen für die neuen 
Grölsen aus positiven und negativen Elementen wie früher die Defini- 
tionen der Summe, des Productes und der Differenz entsprechend den 
Verknüpfungsregeln ganzer Zahlen hervor, 


Wir betrachten hierauf wieder die Summe einer unendlichen Menge 
positiwer und negativer Gröfsen, unter denen keine mit unendlichem 
absoluten Betrage und keine unendlich oft vorkommt. Sie wird end- 
lich sein, wenn eine positive Grölse g existirt, die grölser ist als der 
absolute Betrag jedes Bestandtheiles der Menge, und daraus folgt, dals 
die Summen der positiyen und negativen Elemente für sich endlich sind, 
wenn die aus beiderlei Elementen gebildete Gröfse endlich ist (nach 
der früheren Definition). 


Wir können auch sagen, die nothwendige und hinreichende Bedin- 
gung dafür, dafs die Summe endlich ist, besteht in der Endlichkeit der 
Summe der positiven und negativen Elemente für sich, oder der End- 
lichkeit der Summe der absoluten Beträge aller Elemente. 

Nennen wir nämlich diejenigen Gröfsen, in welchen die positiven 
Elemente überwiegen, a,, diejenigen, wo die negativen Elemente vor- 
herrschen, b,, und setzt man 

N ee 
und denkt 
Brent ir, 
gewählt, wo d, und &, kleiner seien als das Glied «, einer Reihe po- 
sitiver Elemente: 
ON Un el Pen ERL 


mit endlicher Summe, so wird die ursprüngliche Summe gewils end- 


lich sein, sobald 
Dar) und DH, 
endlich sind. 


In den Reihen aus positiven und negativen Gliedern von endlicher 
Summe kann man die Summanden beliebig vertauschen und willkür- 
lieh in Gruppen zusammenfassen, ohne das Resultat der Summation 
zu ändern. 

Mit den neuen Summen rechnet man wie früher mit den aus blos 
positiven Grölsen gebildeten Summen. 

Ist ferner 

NOTE 
eine unendliche Menge positiver und negativer Grölsen, so sagt man 
wieder, die Summen 


S,=-4,+%+::+4, (v=12...n..) 


convergiren nach einer Gröfse S, wenn nach Wahl einer beliebig 
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kleinen positiven Gröle ö ein m der Beschaffenheit zu finden ist, dals 
für jedes n > m der absolute Betrag von $ — 9: 


8 —- |<. 
Besitzt die unendliche Menge von Grölsen eine endliche Summe 
S, so convergiren die Gröfsen S,, S,,..:.8%... gegen die Grölse $, 
und convergiren umgekehrt S,, 8,,....8,... nach 8, so ist die 


Summe der Menge $. 

Wieder kann man die aus unendlich vielen positiven und nega- 
tiven Elementen zusammengesetzten Grölsen als Summe der Reihen 
einführen. — \ 

Mit der genannten Definition der Enndlichkeit einer aus entgegen- 
gesetzten Einheiten und deren Bruchtheilen gebildeten Grölse sind die- 
jenigen Reihen positiver und negativer Grölsen a, und b, ausgeschlos- 
sen, welche eine endliche Summe besitzen, ohne dals die Reihen der 
a, und b, für sich allein endliche Summen haben. 


Solche Reihen, in denen >, und Di zugleich unendlich sein 
müssen, indem sonst Da, + >), nicht endlich sein könnte, besitzen 


nicht den Charakter von Summen und sollen deshalb aus der Rech- 
nung ausgeschlossen werden. Die Additionsgesetze verlieren nämlich 
hier ihre Geltung. Nehmen wir so lange positive Elemente a,, bis 
ihre Summe grölser ist als der absolute Betrag einer vorgegebenen 
Grölse c, und dann negative Glieder b,, bis der absolute Betrag der 
neuen Summe kleiner ist als |c|, nehmen dann wieder positive Glieder, 
bis der absolute Betrag der so veränderten Summe gröfser ist als |e| 
usw., so ist die Abweichung von |c| nie gröfser als der absolute Werth 
des vor dem letzten Wechsel verwendeten Gliedes «a, oder b,. Gibt 
es unter den Grölsen und |b,| unendlich viele beliebig kleine, so 
werden die Abweichungen des absoluten Betrages der auf die genannte 
Weise entstehenden Summe von |e| beliebig klein zu Amachen sein, 
wenn man nur hinlänglich viele Glieder a, und b, benützt. Sind dem- 
nach unter den Grölsen a, und |b,| keine unendlich grofsen und nicht 
unendlich oft dieselben, dann kann man durch passende Anordnung 
der Summanden die Summen S,, 9,...0%... so bilden, dafs diese 
nach jeder beliebig vorgegebenen Grölse ce convergiren. Die Summe 
der gegebenen Reihe ist also von der Anordnung der Summanden 
abhängig. *) 

Wir schliefsen diese Reihen aus und behalten blos diejenigen 
Reihen zurück, welche eine von der Anordnung der Summanden end- 
liche Summe besitzen. Wir nennen sie unbedingt und absolut conver- 


*) Verol. Riemann’s gesammelte Werke. 
fo} o 
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gent, indem auch die Summen der absoluten Beträge jeder endlichen 
Anzahl von Termen nach einer bestimmten Grölse convergiren. — 


Wir haben jetzt noch nachzusehen, ob wir den Quotienten zweier 
aus unendlich vielen Elementen N Grölsen «a und b 
den genannten Forderungen entsprechend definiren können. 

Der Divisor b sei gleich eine aus unendlich vielen positiven Ele- 
menten gebildeten Grölse, denn die Division von a durch eine ratio- 


nale Zahlengrölse b — 5 besteht einfach in der Multiplication von a 


B . B ...p a . . 
mit nn indem dann die neue Grölse —- wirklich den Forderungen 


gemäls definirt ist. 

Es si b=p-+g und hierin p zwar grölser als q, aber doch 
nur ein aus einer endlichen Anzahl von Elementen gebildeter Bestand- 
theil von p. Der Dividend sei auch positiv. 

Hierauf nehmen wir die folgenden Transformationen vor: 


[77 — + ( | 2)— + ag 
p+4q p Bd p p Am; 
Ex DR 1 a RK ER ) - RER ET ER 
p(P +9 p? T Ta@tg’ 
ag re u ag? D: ER e ag? 
Pot ee +9 ” = P(p+g 
1 N ag" a Eh 1 N ag" = n war DE ) 
a PP-+q a 2 Pod 
— (1 2, + (Ieti Pr 
zer (P+9q 
und erhalten für —“- die Reihe: 
p-+4 
® a r ER NE: TEE! 
5 n ++ vg N) pP pn U 


Wir müssen aber zeigen, dals diese formal gebildete Reihe unendlich 
vieler bestimmter Glieder eine bestimmte Bedeutung hat, also die 
Summe jeder endlichen (sonst beliebigen) Anzahl von Gliedern kleiner 
ist als eine angebbare Grölse, und dafs die Multiplication der neu ge- 
bildeten Gröfse mit (p + g) a gibt, denn dann haben wir die Divi- 


sion durch 9 + qg=b oder die Grölse - unseren Forderungen ge- 
mäls definirt. 
Betrachten wir allgemein eine Reihe 
tet met, 


in der die positiven Grölsen a, rational sind und der absolute Betrag 
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der rationalen Grölse e kleiner ist als Eins, und vergleichen sie mit 


einer Reihe 

atacta® + ::-ta® + :---, 
wo a grölser ist als jede der Grölsen a,. Die Summe der ersten Reihe 
ist gewils kleiner als die der zweiten, denn jeder Bestandtheil jener 
sehört auch dieser an. Die Summe der ersten n Glieder der ersten 
Reihe ist nicht gröfßser als 


atacta®d +: :- tat =a 


und der absolute Betrag jener Summe ist kleiner als die endliche 
Zahlengrölse 


1-02 
1—ce 


[77 
1-c 
Das gilt für jedes », daher ist die Summe der ersten Reihe endlich. 
Bestehen die Grölsen a, und c aus unendlich vielen Elementen, 
so bestimme man zwei positive rationale Grölsen « und y, derart dals 


ea zer Rei 
wo |c| den absoluten Betrag von c bezeichnet. Dann ist der absolute 
Betrag jedes Gliedes a,c’ 


|| < &%% 
und der absolute Betrag der Summe einer endlichen Anzahl von Glie- 
dern der vorgelegten Reihe wird wieder kleiner als 


& 


1—y ? 


d.h. auch jetzt ist die Reihe Due endlich. 
MOM 
Die Anwendung dieser Betrachtungen auf die oben gebildete Reihe 
a a q 7 qN? [7 qı\n 
»t9 \n ER. \ 5) Eu la) a: 
deren Glieder immer kleiner und kleiner werden, lehrt unmittelbar, 
dals sie eine endliche Summe besitzt. — 


Das Product der Reihe und (p +9) ist ferner gleich a, denn 
man kann entsprechend einem vorgelegten Bestandtheile von a ein n 
so bestimmen, dals auch die Summe 


Ta nn a le 2) 

BD ehr ( 2) 

vl Zr BT 
en) 


diesen Bestandtheil besitzt, und umgekehrt ist jeder Bestandtheil des 
Produetes in a enthalten. 


oder 
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Die Änderungen in den Annahmen, 5b sei negativ, @ positiv oder 
negativ, bedürfen gewils keiner Besprechung mehr und wir können 
sagen, dals wir für die aus unendlich vielen positiven und negativen 
Elementen zusammengesetzten endlichen Gröfsen die arithmetischen 
Operationen den Forderungen gemäls definirt haben und berechtigt 
sind, die neuen Grölsen als Summen unendlicher Reihen in die Rech- 
nung aufzunehmen. 


$ 7. Zweite Definitionsform der irrationalen Zahlengröfsen. 


Zur Begründung der neuen Grölsen, die wir irrationale Zahlen- 


gröfsen nennen, wenn sie nicht wie die Reihe > mit rationalen 
re 

Gröfsen übereinkommen, wurden wir veranlafst, als die Forderung ge- 
stellt war, die rationalen Zahlengröfsen in einer bestimmten Form 
darzustellen. Man wird zu den neuen Grölsen bei vielen anderen Auf- 
gaben gedrängt. Fragt man z. B. nach einer Gröfse x, welche die 
Eigenschaft hat, mit sich selbst multiplicirt eine positive rationale 
Zahlengröfse A zu geben, so stellt sich heraus, dafs unter den ratio- 
nalen Zahlengrölsen keine der verlangten Art existirt, wenn A nicht 
selbst die zweite Potenz einer solchen ist. 


‚Gibt es eine rationale Größse x — no derart dals 


DEN DINIEN & 


1.4 b 
ist, wo a und b und ebenso p und g ohne gemeinsamen Theiler vor- 
auszusetzen sind, auf dafs auch p? und 9? keinen gemeinsamen Theiler 
besitzen, so ist 

mb 02a. 

Weil hier p? und a, q? und b wechselweise durcheinander theilbar 
sein müssen, zerfällt die letzte Gleichung in die folgenden 

pP=a, ’=b, 
und man hat nur mehr Gröfsen p und q zu suchen, die mit sich selbst 
multiplieirt die ganzen Zahlen a respective b geben. 

Ist & eine ‚bestimmte ganze Zahl gleich oder grölser als 2, so 

schreiben wir zunächst die ganze Zahl «> « in der Form: 


Een ee ER 
worin Cy, €... Cm Zahlen aus der Folge 0,1,2...@— 1 bezeichnen. 
Das Verfahren zur Ermittlung einer Grölse p, welche der Gleichung 
pp=a genügt, besteht‘ dann darin, dafs man zuerst die grölste Zahl 
«, der Form ß,o# (ß, < «) sucht, für welche 
a— u? >0 


Biermann, Functionentheorie. 3 
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ist, dann die grölste Zahl «, der Form ß,a#=! (ß, > «), derart dafs 
a— (u +m)’>0 
wird usw. 
Wenn es keine rationale Zahl 


=, +9 +... = Por + Bar 9. Bar 
der verlangten Beschaffenheit gibt, oder — wie man sagt — keine 
rationale zweite Wurzel aus a, so lälst sich das angegebene Verfahren 
unbegrenzt fortsetzen und die successive gewonnenen rationalen Grölsen 


a SS RE a ee 
haben die Eigenschaft, die von p geforderte Beschaffenheit immer ge- 
nauer und genauer zu erfüllen, indem die Differenzen 


a— pp’; ee 2 ... a — Pa’, 5 
immer kleiner und kleiner werden. Zu einer beliebig kleinen positiven 
Grölse 6 kann man aber ein m so bestimmen, dafs die Differenz jedes 
auf 9 folgenden Gliedes p„-+„ der unbegrenzt fortsetzbaren Reihe 


Pı» Par --- Pr» 
und pm selber kleiner wird als 0. 

Wir betrachten allgemeiner eine unendliche Menge rationaler 

Grölsen 
GN boy in 

und setzen fest, dals zu jeder beliebig klein gewählten positiven (ratio- 
nalen) Gröfse d nur eine endliche Anzahl (m — 1) von :Gliedern der 
Folge (a,, @, @,...) gehöre, derart dals die übrigen Glieder paar- 
weise eine dem absoluten Betrage nach kleinere Differenz besitzen, als 
ö anzeigt. Eine solche Reihe von Gröfsen mit der Eigenschaft 

a 
heilst eine Fundamentalreihe und speciell eine Elementarreihe, wenn 
die absoluten Beträge der Grölsen a„ mit wachsendem Index » unter 
jede noch so kleine positive Grölse herabsinken. *) 

‘ Aus diesen Definitionen geht hervor, dafs die absoluten Beträge 
der Glieder einer Fundamentalreihe stets kleiner bleiben als eine end- 
liche Grölse und grölser als eine von Null verschiedene Grölse. 

Eine Reihe endlich bleibender Gröfsen a,, deren absolute Beträge 
von einem bestimmten m ab miemals abnehmen, ist eine Fundamental- 
reihe. 

Wäre nämlich die Eigenschaft 


| On-v — (Ay | —— 0) 
nicht erfüllt, so mülsten die absoluten Beträge |a,| mit wachsendem 


*) Vergl. Heine’s Abhandlung in Crelle’s J. Bd. 74. 
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v gröfer werden als jede angebbare Grölse, und das widerspricht der 
Voraussetzung. 
Derselbe Satz gilt auch für Reihen endlicher Gröfsen, deren ab- 
solute. Beträge von einem bestimmten m ab niemals zunehmen. 
Zugleich mit zwei Reihen 


PEN 
DO AND 
sind auch die folgenden 


Abb A 


4 a —b,, 0 — bs, ... An — da, ... 
BEN sd, 
4 0% 22 
b, 2 b, ? I Dn 2 


Fundamentalreihen, denn es ist 


(Antr Sr bu-+») a7 (An =: b„)| IT; (Antw DT An) Sn (Dn4r ur bn)| 
nee ee 

Untv Ontv — Ann | — [dar (Antv — @n) — An (bar — Bn)| 
%n +» %, A a a) le 0) 
RER b, 2 nd, 


und die rechten Seiten dieser Gleichungen sind beliebig klein zu 
machen. Blos in der vierten Reihe dürfen die Gröfsen b, keine Ele- 
mentarreihe bilden. 

Zwei Fundamentalreihen heifsen gleich, wenn die zugehörige Reihe 

ud, ad, One 
eine Elementarreihe ist. 

Darnach sind alle Elementarreihen gleich und niemals kann eine 
Elementarreihe einer Fundamentalreihe gleich sein, weil die aus beiden 
entstehende Reihe mit dem allgemeinen Gliede a, — b, keine Elemen- 
tarreihe sein kann. 

Jeder Fundamentalreihe ordne man eine durch sie zu definvrende 
Gröfse zu, d. h. man denke durch die Fundamentalreihe ein neues 
Ding gesetzt, und suche auf Grund von Definitionen den Vergleich 
desselben mit den rationalen Zahlengrölsen zu bewerkstelligen. 

Wir nennen dieses neue Object jetzt schon Grölse und definiren 
hierauf: 

Die gleichen Fumdamentalreihen zugeordneten Gröfsen heifsen 
gleich. Zu Fundamentalreihen, deren ’Glieder a, alle gleich @ sind, 
ordne man a selbst zu. 

Darnach gehört zu jeder Elementarreihe die Grölse Null, denn die 
den Elementarreihen zugeordneten Grölsen sind einander gleich und 


der besonderen Elementarreihe (0, 0,...) ist die Null zuzuordnen. 
. 3# 


36 Erstes Capitel. 


Unter dem absoluten Betrage der der Fundamentalreihe (a,, 
Ay...) zugeordneten Grölse versteht man die zu der neuen Funda- 
mentalreihe (la, |, |a,|,...) gehörige Gröfse. 


Der absolute Betrag der einer Reihe (a,,a,...) zugeordneten 
Grölse a heilst grö/ser oder kleiner als der absolute Betrag der einer 
zweiten Reihe (b,, b,,...) zugehörigen Grölse b, jenachdem die 
Differenzen |a„| — |b„| von einem bestimmten n ab stets positiv 
oder negativ bleiben. 


Lälst man in einer Fundamentalreihe (a,, @,...) eine beliebige aber 
endliche Anzahl von Gliedern fort, so ist die der neuen Reihe 


[4 


04 O0 a 
zugeordnete Grölse gleich der der ersten zugehörigen Gröfse, denn 
Uran OS en 
ist eine Elementarreihe. 

Man kann jetzt sagen, dafs die einer Fundamentalreihe zugehö- 
rige Grölse a ist, wenn die Terme von einem bestimmten endlichen 
ab gleich a sind. 

Nach diesen Definitionen, durch welche der Begriff der neuen 
Grölse fixirt ist, fragt es sich, ob und wie man für dieselben die 
arithmetischen Grundoperationen zu definiren hat, damit unsere früher 
gestellten Forderungen auch hier erfüllt werden. 

Man definire die Rechnungsoperationen durch die Fundamental- 
reihen; und zwar verstehe man unter den Grölsen 

a 

a+b, a—b, ab, Ei 

wo a und b die den Reihen (a,, @,...) resp. (b,, b,...) zugeordneten 

Grölsen bedeuten, diejenigen, welche der Reihe nach zu den neuen 
Fundamentalreihen 


+5, mtb...) (md, m —b,,...) 


; (0101,.05035.298 Er ) 
gehören. 

Dann haben die Gleichungen 
a 
2 
die bestimmte Bedeutung: die Fundamentalreihen, zu welchen die 
Grölsen auf beiden Seiten gehören, sind gleich. 

Man beweist leicht die Giltigkeit der arithmetischen Grundgesetze 
und ebenso die Richtigkeit der aus den letzten Gleichungen entstehen- 
den Beziehungen: 


ae+tb=c amb=e, ab=c, ws 


a=c—b, a=mcetb, a=—, a=be. 
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Wenngleich wir bereits zu beurtheilen im Stande sind, ob eine 
rationale Zahlengröfse gleich, gröfser oder kleiner ist als die einer 
Fundamentalreihe (a,, @,,....) zugeordnete Grölse, müssen wir das 
Verhalten der neuen Grölsen zu den rationalen noch genauer unter- 
suchen. 

Wenn man zu einer unendlichen Menge rationaler Zahlengröfsen 
Ay, Ag, ... eine rationale Zahlengröfse & so angeben kann, dafs der 
absolute Betrag |x — a„| mit wachsendem » kleiner ai als jede 
noch so kleine positive Grölse d, dann heilst & der limes oder die 
Grenze der Gröfsen a,. 

Besitzen darnach die Glieder einer Fundamentalreihe eine ratio- 
nale Grenze «, so ist & die der Reihe zugeordnete Gröfse a, denn 


4 — a, ’ NS As, ... 
ist tolge der Definition der Grenze eine Elementarreihe. Jetzt ist 
e— a=(0, e=a ode 'imn,=a, 


wenn die Grenze der Gröfsen a, bei wachsendem v mit lim a, be- 
zeichnet wird, und & das Zeichen dafür ist, dafs v unbeschränkt in’s 
Unendliche wachsen soll. — 

Wir finden also, die Grenze lim a, existirt und ist gleich a. 


vzR 

Um diesen Satz verallgemeinern zu können, schicken wir wieder 
eine Definition voraus. 

Man sagt, die Glieder einer unendlichen Menge von Grölsen 

Di asien a Gpineın) 
die der Reihe nach den Fundamentalreihen 
(n (n) (n) Kr 
ee EA 

zugeordnet sein mögen, sinken mit wachsendem v unter jeden angeb- 
baren Werth herab, wenn zu einer beliebig kleinen von Null ver- 
schiedenen positiven Grölse ö stets ein v—=m so bestimmt werden 


kann, dals | 


für jedes v kleiner wird als ö, sobald n > m ist. 

Hier kann die Grölse ö eine rationale Grölse sein, oder zu einer 
Fundamentalreihe (Ö,, 6,,... du...) gehören. Die Fundamentalreihen 
zugeordneten Grölsen umfassen die rationalen, und wenn dann die 
Grölsenmenge (a), @,,...) für alle rationalen Ö die genannte Bigen- 
'schaft besitzt, besteht sie auch für Grölsen dö, welche den aus den 
rationalen Gröfsen d, gebildeten Fundamentalreihen zugeordnet sind. 
In der That: es gibt eine positive rationale Zahlengrölse d, die kleiner 
ist als die Gröfsen d,+,, wenn nur n hinlänglich grols gewählt ist, 
denn die Ö, sinken nicht unter jeden Werth herab. Werden nun die 
Gröfsen |a,4,| und N kleiner als d, so bleiben 
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d— |awt| und 6, — |awt”| 
gleichzeitig positiv, w. z. b. w. 
Ist jetzt & die einer Fundamentalreihe zugeordnete Grölse und 
sinken die absoluten Beträge der Grölsenmenge 
E— GG, L— My... —Mm.. 
unter jede noch so kleine positive Grölse Ö, so heilst « wieder die 
Grenze der a,. 
Daraus folgt, dafs « gerade die Grenze der Terme jener Reihe 
(a, Ag, -.. @y...) ist, welcher & zugehört, denn 
e— 4, 8 — U, ...k— An... 
sinken für hinlänglich erolse n unter jeden Werth Ö herab. Lim «, 
existirt und ist gleich &. — yon 


Bei einem Rückblick bemerken wir nun, dafs uns bei der Ein- 
führung der den Fundamentalreihen zugeordneten Grölsen a ganz die- 
selben Aufgaben begegnen wie bei den gebrochenen und negativen 
Grölsen. In Folge neuer Aufforderungen werden neue Grölsen definirt 
und deren Eigenschaften untersucht und endlich deren Rechnungs- 
regeln ermittelt. Hier ist 

lm a, = a 
die besondere Rechnungsregel, wie z.B. (- 1) (— 1)=1 eine war. 

In dem vorigen Paragraphen nahmen wir die aus einer unend- 
lichen Menge endlicher rationaler Zahlengrölsen (unter denen keine 
unendlich oft vorkommt) zusammengesetzten Grölsen auf, setzten aber 
fest, dafs sie nicht jede rationale Grölse als Bestandtheil enthalten, 
dann konnten wir diese Grölsen mit den rationalen und untereinander 
vergleichen, konnten für dieselben die Addition und Multiplication den 
Forderungen gemäls definiren, und nachdem so — wie Georg (an- 
tor sagt — „die neue Grölse vermöge der ihr durch die Definitionen 
gegebenen Beschaffenheit eine bestimmte Realität in unserem Geiste 
erhalten“ hatte, liels sich dieselbe als Summe unendlich vieler Grölsen 
in die Rechnung einführen, denn diese Summe war dadurch zu de- 
finiren, dals man sie der neuen Gröfse gleich setzt. 

Die durch die Fundamentalreihen gewonnenen Zahlengröfsen sind 
keine anderen als die durch die Zusammensetzung unendlich vieler be- 
stimmter rationaler Gröfsen definirten Gröfsen. 

Da nämlich in der unendlichen Reihe 


++ ++: 


kein Element — unendlich oft vorkommen darf, so können die abso- 


Bi 
luten Beträge der Terme a, nicht beständig wachsen, sondern sie 
müssen von einem bestimmten ab beständig abnehmen. Es gibt also 
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unter den Gröfsen |a,| unendlich viele, die kleiner sind als eine be- 
liebig kleine Grölse d. — Weil ferner der absolute Betrag der Summe 
jeder beliebigen aber endlichen Anzahl von Gliedern kleiner bleiben 
muls als eine angebbare Gröfse g, so kann man nach Annahme einer 
beliebig kleinen Grölse Ö stets eine ganze Zahl n derart augeben, dafs 
der absolute Betrag 

[amt + mr + + Ama 
für jedes u kleiner wird als d, sobald nur m >n ist. 

Darum ist die Reihe der Gröfsen 
=, 8—-a,.. Sen tnt tm, 

eine Fundamentalreihe und die derselben zugeordnete Grölse $ ist ge- 
rade die Summe der Reihe 

ER Er 


denn es gilt S= lim 5,, und lim S, ist diejenige Grölse, nach welcher 


S,, 893 -.. 82... convergiren, d.h. die Summe der Reihe. 

Es entsteht nun noch die Frage, ob mit Hilfe der rationalen und 
irrationalen Zahlengrölsen «a und b auch andere Grölsen zu definiren 
sind, indem man den Fundamentalreihen aus rationalen und irratio- 
nalen Gröfsen neue Grölsen ce zuordnet und ob derselbe Fortgang fer- 
nerhin zu neuen Grölsen führt oder nicht. 

Man sieht leicht, dals man einer Reihe 

DD Due: 
stets eine Fundamentalreihe aus rationalen Zahlengrölsen a so zuord- 
nen kann, dals 
bb 9, 55 — Mi... — lm en: 
eine Elementarreihe wird, darum ist die der ersten Reihe zugeordnete 
Grölse b gleich der zu der zweiten Reihe zugeordneten irrationalen 
Grölse a; man erhält also keine neuen Grölsen c. 

Indels aber das Gebiet der rationalen Gröfsen « und das durch 
die Fundamentalreihen dieser definirte Gebiet von Grölsen b in der- 
artiger Beziehung steht, dals jedes « unter den b vorkommt und nicht 
jedes b in dem Gebiete « enthalten ist, wird nicht allein jedes b unter 
den c, sondern auch jedes c unter den b vorkommen. — 

Trotz dieser gegenseitigen Deckung der Zahlengebiete b und c 
spricht man von Zahlengröfsen c zweiter Ordnung gegenüber den dem 
Gebiete angehörigen (rationalen und irrationalen) Grölsen der ersten 
Ordnung, dann von Grölsen dritter und n'“" Ordnung, wenn sie aus 
den Gröfsen der ersten zwei oder (n — 1) Gebiete gebildet sind, ob- 
gleich nirgends mehr neue Gröfsen durch Fundamentalreihen hervor- 
gehen, die nicht in dem Gebiete b enthalten wären, — 

Diese Bemerkung werden wir später verwerthen. — 
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Jetzt gehen wir auf die Bestimmung der Zahlengröfse zurück, 
welche mit sich selbst multiplieirt eine positive rationale Zahlengröfse 
a ergeben sollte, die wir mit Ya bezeichnen. Da das oben angedeu- 
tete Verfahren zu der Bestimmung von x eine Folge von rationalen 
Gröfsen lieferte, welche die Eigenschaft von x immer näher und näher 
erfüllte, die Folge aber eine Fundamentalreihe war, so ist z die 
Grenze ihrer Glieder und eine rationale oder irrationale Zahlengrölse. 


Neben £— Ya hat die entgegengesetzte Zahlengrölse — Ya dieselbe 
Eigenschaft wie Ya, d.h. es ist 


(Ya) —-Va)=a. 
Selbstverständlich existirt auch x = + Ya, wenn a eine irrationale 
positive Zahlengrölse ist. 

Der Bestimmung der zweiten Wurzel aus einer positiven Zahlen- 
grölse entnehmen wir die Bemerkung, dafs wir bei der Berechnung 
einer Grölse von verlangter Eigenschaft die Aufmerksamkeit auf die 
Entdeckung eines Verfahrens zu richten haben, durch welches eine 
Grölsenreihe bestimmt wird, welche eine Fundamentalreihe constituirt, 
deren Glieder die Eigenschaft der gesuchten Grölse mit immer grö- 
(serer Annäherung erfüllen. 

Die Grenze der Fundamentalreihe ist die gesuchte Grölse. 


$ 8. Aus mehreren Haupteinheiten zusammengesetzte Gröfsen. 


Mit der Bildung der rationalen und irrationalen Zahlengrölsen 
haben wir .einen gewissen Abschluls erreicht, indem die Wiederholung 
der vier Rechnungsarten der Addition, Multiplieation und den inversen 
Operationen der Subtraction und Division mit den gefundenen Grölsen 
keine neuen Zahlengrölsen erzeugt. (Die Producte unendlich vieler 
Factoren werden wir später betrachten.) Wir finden aber in vielen 
Aufgaben die Aufforderung zur Gründung neuer Zahlengrölsen, wenn 
siein den bisherigen Grölsen noch nicht lösbar sind, wie z.B. in der 


Aufgabe, x unter der Bedingung (2) >0 so zu bestimmen, dals 


die Gleichung x + ax +b=0 besteht. 

Anstatt die Binführung neuer Grölsen an eine besondere Aufgabe 
zu knüpfen und darnach zu zeigen, warum wir mit dem gewonnenen 
System von Grölsen das Gebiet derjenigen Zahlengröfsen abzuschliefsen 
haben, welche unsere stets eingeführte Forderung erfüllen, dafs sich 
nämlich für die neuen Grölsen die arithmetischen Grundoperationen 
den Verknüpfungsregeln ganzer Zahlen entsprechend definiren lassen, 
wollen wir die direct auf den Abschlufs gerichtete letzte denkbare 
Verallgemeinerung bei der Bildung neuer Gröfsen vornehmen, indem 
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wir auch noch aus mehreren Grundelementen und deren Bruchtheilen 
zusammengesetzte Grölsen einführen. 

Setzen wir in den aus der positiven und negativen Einheit und 
deren Bruchtheilen gebildeten Zahlengrölsen 


1 
& m > m, ’ 
wo m, eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet, an Stelle des 


Grundelementes 1 das unbestimmte e, so sind die aus diesem Elemente 
gebildeten Zahlengröfsen der bisherigen Art durch 


e 
ge — Ss 
m, 
Yy 
repräsentirt. Wir nennen sie Zahlengrölsen mit einem Hauptelement 
oder einer Haupteinheit e. 

Indem wir Zahlengröfsen, die aus zwei entgegengesetzten Grund- 
elementen e und e’ und deren Theilen e, und e, gebildet sind, stets 
so umformen können, dals sie die genannte Gestalt erhalten, fragen 
wir, ob es aus mehreren Hauptelementen e,, &,,...e, zusammen- 
gesetzte Grölsen 

Ra N 


gibt, für die sich die Grundoperationen so definiren lassen, dals zu- 
gleich mit a und b auch a+b, a—b, ab, e- Grölsen der Gesamnmt- 


heit der aus denselben » Hauptelementen gebildeten Gröfsen sind und 
dafs die für die Zahlengrölsen aus einer Haupteinheit bestehenden 
arithmetischen Gesetze ihre Giltigkeit behalten, 

Aus den Gesetzen der Bechnungsoperationen ganzer Zahlen ist 
dann abzuleiten, wie sich das Rechnungsverfahren der neuen com- 
plexen Grölsen gestaltet. 

Zwei complexe Grölsen 


n N 
(0 > user, b= > 26; 


v=1l vi 
wo die griechischen Buchstaben Zahlengrölsen aus einer Haupteinheit 
bezeichnen sollen, sind gleich, wenn sie dieselben Einheiten und deren 
gleiche Bruchtheile in gleicher Anzahl enthalten, wenn also die n 
Gleichungen 
a 
bestehen. 
Die in den Gleichungen 


a+tb=b+a, (a+b)+c=(at+d+bdb, (—b)+b=a 


ausgesprochenen Gesetze verlangen, dafs man die Summe a + b und 
die Differenz a — b durch die Formeln definirt: 
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eu a ee ea, 


| 


Es soll auch ab eine aus den Einheiten (e,, &,...e„) gebildete com- 


plexe Gröfse c sein: 
N 
== >’y6, , 


a1 
und zwar soll sie dadurch abgeleitet werden, dals man die Gesetze 
der Multiplication ganzer Zahlen auf « und b anwendet. 
Daraus folgt 


= Da.) (bie) — PA, ) (48); 


uzi vi 


und indem das Product zweier Een Eue, ebenfalls eine complexe 


Grölse der Form | 
N 
(A) 
Eu,v @i 


At 
sein soll, ergibt sich 
(A) 
adb= > (br Eus) er, 
und 
wo unter S das Zeichen > 2 5, also eine dreifache Summe 
u, 9,4 


zu. verstehen ist. 
Da die Gleichungen 


00, = 6yon, (Euer) © == (60) (Eh — Dan) 


® & n @) ; e 9 
bestehen, sind die Grölsen &,, an Bedingungsgleichungen gebunden, 
und zwar führen die ersten Gleichungen zu den Bedingungen 
(A) @) 


Eu,v  &y,ur 
die zweiten auf die Gleichungen 


a) (M) a) 
Euväur = Eyiy Em ii- 


Im Falle a=2 lauten diese Gleichungen mit Rücksicht auf die ersten: 


(2) „(A) RC 
1. m ar 0 


&? 2( er) - lee — &) ) 


12 


Aa)/.A) (2) M/.D @) 
©, (& da &2) us (2 — & .) = 0. 


Den angegebenen Bedingungsgleichungen kann man aber bei jedem 
ERIE, = 
n > 2 noch durch unendlich viele Werthsysteme für & genügen. 


In dem Falle na = 2 setze man nur 
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gd SER (68) AR, 
Eh TER ra 
a wur (a) ’ 
= 170 &, = 70 
—= at nr, 
dann folgt: 
ea = (no +anTd)e +rte, 
4 = 94 =,zoe + wre, 


66, = no + (me — w'o)e, 
und hier kann man =, =’, 6, 0, r irgend welche Werthe beilegen, 
nur Sn z und =’ nicht gleichzeitig Null sein, sonst wären alle 
Grölsen En ) und die Producte &u&% und ab Null. 

Wonn man aber ein Werthesystem fixirt, dann ist auch das Pro- 
duct ab unzweideutig definirt, d.h. es ist ein Multiplicationsverfahren 
festgesetzt und zwar so, dals die Multiplicationsgesetze 

ab=ba, (ab)e=(ac)b, (a+b)e=ac-+ be 
gelten. 
Soll endlich noch a durch 5b dividirt werden, so hat man eine 


Grölse n 
=: Dr e, 
v=L 
dadurch zu bilden, dals man y,, 9% ,...7„ aus der Gleichung cb = «a 
oder den » äquivalenten. Gleichungen: 


Y Ds Bu + Dal He tn Dahn (d=12...n) 
( [1 
bestimmt, in RN die Grölsen 2 nur mit den früheren DEanEungss 
ee verträgliche Werthe annehmen. 

Die Behandlung eines Systems linearer Gleichungen setzen wir 
hier als bekannt voraus, da die Lösung solcher Gleichungen, d. h. die 
Bestimmung der zu suchenden Grölsen p,, Ya... Y„ ohne: weitere De- 
finitionen ausführbar ist. — 

Hat die Determinante 4 des Gleichungssystems einen von Null 
verschiedenen Werth, so lassen sich die Grölsen y, eindeutig bestim- 
men, und die Division ist möglich. 

Ist hingegen 4—=0, so ist die Division nur ausführbar, wenn 
die » Gleichungen derart zusammenhängen, dals sie auf (n — 1) zu- 
rückkommen, d.h. wenn zwischen den Grölsen «,, &,,...«, eine be- 
stimmte Beziehung besteht. Doch Sn gibt es unendlich viele Werthe 


für die Grölsen y, und der Quotient hat unendlich viele Werthe. 


Um diesen Fall auszuschlielsen, ie wir festsetzen, dals die 


Determinante 4 nicht für Ba Werthe von ß,, Ps, -- : Pu (oder 


w 


identisch) verschwindet. Doch wenn selbst die Grölsen &,, solche 
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Werthe haben, dafs 7 nicht. für ein beliebiges Werthesystem 
(Bi, Pa,-..ß») Null wird, kann es trotzdem specielle Werthesysteme 
und specielle Grölsen b geben, für die 7 verschwindet. Wählt man 
aber die Grölsen en allen genannten Bedingungen gemäls, setzt a«—=0) 
oery=mw,=::-:-=a,=0(0 und bestimmt hierauf die Grölsen ß,, 
ß2,...ßn, derart, dafs 17—=0 ist, so kann man für die Gröfsen y, 
unendlich viele Werthe angeben, welche den Gleichungen 


ir Dioß)=0 G@=1,2...n) 
el 


o=ı 

genügen, und zu jedem Werthesystem gehört dann eine Grölse c der 
Beschaffenheit, dafs das Product unseres speciellen b und ce Null ist, 
ohne dals ein Factor verschwindet. 

Deshalb heilst eine solche specielle Gröfse b ein Theiler der Null. 

In der Theorie der Zahlengrölsen aus einer Haupteinheit konnte 
man „ur der Null unendlich viele Gröfsen y gleicher Art zuordnen, 
so dals 

V,y—=0 

ist, es war also nur die Null ein Theiler der Null, oder ein Product 
konnte nicht verschwinden, wenn nicht einer der Factoren Null war. 

Will man diesen Satz in der Theorie der aus mehreren Haupt- 
einheiten zusammengesetzten Grölsen erhalten sehen, so muls man 


offenbar den Gröfsen &) noch derartige Beschränkungen auferlegen, 


dals I nur fr =, =:::-=P.=0 verschwindet. Wir thun 
dies in dem Falle zweier Einheiten e, und e,. — Da lauten die Be- 
stimmungsgleichungen für die Grölsen y, und y, mit Rücksicht auf 


die bei der Multiplication eingeführten Bedingungen für die Grölsen a 


nlas+ ad) +reßltnl@eh +meoß)= ae 

yılarßı + m rß,]) + Yr lerhı + (mo — wo)ß] = e,. 
Die Determinante dieses Gleichungssystems wird 

4= (en? + on — om): |rßı? — oß,ß, — 0ß}?] 
und die Auflösungen beilsen: 


m Ze: + (wo — 0) ß,| &, — [woß, + z’oß;] a, 


var ZyerB, + rzpß,]e, — [ao + rT)pß, + woß,] 0} ; 
Da nun 4 nicht identisch oder für jedes beliebige Werthepaar (ß, ‚ß,) 
Null sein soll, darf der von ß, und ß, freie Factor 
do=ın'?+6ann — on? 
nicht verschwinden. Mit dieser Bedingung ist das identische Ver- 
schwinden unserer Determinante ausgeschlossen, denn offenbar kann 
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der zweite Factor von 4 nur dann für jedes Werthepaar (ß,, ß,) Null 
sein, wenn 7, 6 und o gleichzeitig Null gesetzt werden, und dann ist 
ja auch d=0. Immerhin kann man aber ß, und ß, noch so 


wählen, dals 
zB? — oß,ß, — oß,? 
und somit 7 Null wird. Dazu hat man nur den Quotienten De ent- 


sprechend der Gleichung [12 


Pı\? ß 
| et 
zu bestimmen. Eine solche Gleichung lälst aber für e keine Lösungen 
2 


in Zahlengrölsen aus einer Haupteinheit zu, sobald 2) + 07T nega- 


tiv ist. Setzen wir demnach fest, dafs 6, e, r gerade die Bedingung 


(+ or) >0 


erfülle, womit bestimmt wird, dafs weder go noch r verschwindet und 
die eine dieser Grölsen positiv ist, wenn die andere negativ ist, und 
endlich ö nicht verschwindet, so bleibt als einziges Werthepaar, für 
welches die Determinante 4 Null wird, ß, = ß, = übrig. 
Entsprechend den nach diesen Bedingungen noch möglichen 
Werthesystemen für die Grölsen x, x’, e, 6, r erhält man zu jedem 


einmal fixirten System eine bestimmte Definition von ab und Er so 


dafs die Multiplicationsgesetze, ferner das Gesetz £ b=a gilt und 


endlich auch der Satz besteht: ein Product ist nur dann Null, wenn 
einer der Factoren verschwindet. 

Es handelt sich nunmehr darum, durch besondere Wahl der noch 
willkürlichen Grölsen ein möglichst einfaches Multiplieations- und Di- 
visionsverfahren complexer Grölsen kennen zu lernen. Zu diesem 
Zwecke führen wir als eine Haupteinheit diejenige Grölse g, ein, welche 
die Eigenschaft hat, dals für jeden Werth von b 


een —b 
ist. Es gibt eine solche Grölse g,, denn ist b eine Grölse derart, dals 
40 ist, so wird 2 eine Grölse g,, mit der multiplicirt jede an- 


dere Grölse unverändert bleibt. Sie hat aber auch für jeden Werth 
b 


von b denselben Werth, denn ,- und nn sind gleich, weil diese 


Gröfsen mit b multiplieirt b unverändert lassen. 


Ist ferner 
ges4t 5% 
irgend eine- andere Grölse, für die 4 auch nicht verschwindet, und 
sind &, und &, so gewählt, dals man aus den Gleichungen 
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Ig9=P mat Mm 
e, und e, in bestimmter Weise entnehmen kann: 
ymEaNg+ Erg 
= + Mg 
u Su u 9X 
oder nach Substitution von e, und e, die Gleichung 
Fra’ rag=d;, 
die bei der Division durch g die Form erhält: 
FraItan—I: 
so ergibt sich für die aus den Einheiten e, und e, zusammengesetzten 
Gröfsen, welche wir jetzt in der Form 


890 + 519 
schreiben, das in der Gleichung 
ab= (nF 9) (Boy + Bıg) = %BoI + (oßıt AHBo)g+t a ßı9? 
= (PB, - het hr + ar — Ahr) 


ausgesprochene Multiplicationsverfahren. 


und 


und bildet man 


Die Grölse 9, finden wir dadurch, dals wir in den allgemeinen 
Ausdrücken für y, und 7, 


r „ep, h=ß, 
setzen. Es wird 
m 7 
N Ey 


und 
1 2 
HY=rNa tra = za —re). 


Um auch g passend zu wählen, beachten wir, dals zwischen den Haupt- 
einheiten e, und e, die folgende mit Hilfe der Ausdrücke für e,e,, 
e16a, €,€, leicht zu verificirende Gleichung 


oe, — 004% — gr, — 0 
besteht. Setzt man hier ge, = ge,, so folgt 
og e)—(. 

gest 8 
vorkommenden Grölsen &,, &,, indem wir den Quotienten ea bilden, 
also in den allgemeinen Ausdrücken für y, und y, : 


1-0, 0, h=I B=l 


Suchen wir die ın 


setzen, so wird 


zo — no IT 
NIE F) ist 5 


Die Elemente der Arithmetik, 47 


und jetzt ist leicht ersichtlich zu machen, dafs nicht e, — 0, sondern 
Dr ee 
ist. 

An Stelle von g, und g setzen wir noch andere Haupteinheiten e 
und i, zwischen denen die einfachere Gleichung 


ig te = 
stattfindet. { . 
Bildet man aus der Gleichung zwischen g und g, die folgenden: 


Pond, W-In) (+ er) 0, 


bezeichnet die positive Grölse — (+ or) mit %?, so stehen die 
 Gröfsen 


1 
i= (gg) und eg, 
in der verlangten Beziehung — und ebenso e= 9, und 


-10-50) 
Weil e= g, eine Gröfse ist, mit der multiplicirt jede Gröfse un- 
geändert bleibt, setzen wir e= 1 und finden 
Ken e— 1, Der m, Vrrreir(V 0,1,2,3,) 
Unter © selbst kann man die positive oder negative zweite Wurzel aus 


— 1 verstehen. Kommen wir überein, Y—1 mit ö zu bezeichnen, so 
ist das früher genannte Multiplicationsverfahren für die aus den be- 


sonderen Einheiten 1 und <= yY-—1 zusammengesetzten Grölsen der 
Form 


5 + 58 
in der Gleichung: 
ab = (a, + at) (B, + Br?) = (a, ßı — &ß5) + (&ßı — 8, P5)% 
und das Divisionsverfahren in der Gleichung 


u fer aß + 9 ßz PN 


v 


Pıt Pi Br? + Pr? Bı?+ Pr? 
ausgesprochen. 
Die Grölsen a = «a, -+«,i nennt man im engeren Sinne complexe 
Zahlengrössen, 1 und ö sind ihre Haupteinheiten, — 1 und —i die 


entgegengesetzten (negativen) Hauptelemente. Die aus der Einheit 1 
und deren Bruchtheilen gebildeten Zahlengrölsen « heilsen reell, 1 die 
reelle Einheit, und die aus diesen entstehenden Grölsen «i imaginär 
und ö die imaginäre Einheit. Darnach hat die complexe Grölse a 
— a, + 0o,i einen reellen und einen imaginären Theil. 

Diese Zahlengrölsen werden wir in die Rechnung aufnehmen, 
denn sie erfüllen alle gestellten Forderungen. Man muls aber jetzt 
fragen, ob man nicht auch Gröfsen, die aus mehr als zwei Hauptein- 
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heiten zusammengesetzt sind, unseren Forderungen entsprechend con- 
struiren kann. Diese Frage ist entschieden zu verneinen, wenn man 
die Theiler der Null au/ser der Null selbst nicht zulälst, indem die‘ 
aus einer Haupteinheit gebildeten Grölsen a nicht derart zu be- 
schränken sind, dals die nicht identisch verschwindende Determinante 


A nur für das Werthesystem 
B=h=.=-h=0 mM>2) 

den Werth Null annimmt. 

Von dem Nachweis dieser Behauptung müssen wir hier absehen, 
da uns die nöthigen Hilfsmittel’ fehlen, und ebensowenig können wir 
an dieser Stelle auf die Untersuchungen des Herrn Weierstrals ein- 
gehen, die zu dem Resultate führen, dals selbst die Gesammtheit der 
aus n Haupteinheiten zusammengesetzten Grölsen nicht mehr bietet 
als das oben definirte Gebiet von Gröfsen mit den Haupteinheiten e, 
und e, oder g, und g oder 1 und :, wenn man darin die Theiler der 
Null in naturgemälser Verallgemeinerung des Falles, dals fürn = 1 
und n=2 Null ein Theiler der Null ist, zulälst, indem nämlich statt 
der ursprünglichen n» Haupteinheiten (e,, &,...e,) n andere (e,’, &,, 
... 6) eingeführt werden können derart, dafs das Gebiet von Grölsen 


SL Ue u 7 a u 7 

in Theilgebiete mit einer oder zwei Einheiten zerfällt, in denen das 
Multiplications- und Divisionsverfahren nach denjenigen Regeln ge- 
staltet ist, welche für die Grölsen « respective «, + a,i aufgestellt 
wurden, wonach es dann „überflüssig“ erscheint, eine Arithmetik com- 
plexer Gröfsen mit mehr als zwei Haupteinheiten zu begründen. 

Damit ist der Aufbau des Systems von Zahlengrölsen beendet, 
welche wir in der Rechnung benützen werden. Ob unsere Grölsen aber 
ausreichen werden, d.h. ob jeder durch die Elementaroperationen de- 
finirte Zusammenhang zwischen gegebenen Grölsen unserer Art und 
zu ‚suchenden Grölsen durch Grölsen aus unserem Gebiete zu lösen 
sein wird, muls die fernere Untersuchung lehren. Wir können nicht 
wissen, ob gewisse Aufgaben nicht Grölsen erfordern werden, die auf 
anderer Basis als auf Grund der Permanenz der arithmetischen Gesetze 
aufgebaut sind, denn es ist z. B. erlaubt, Grölsen einzuführen, welche 
nicht allen Rechnungsgesetzen ganzer Zahlen gehorchen (wie die Qua- 
ternionen) und andererseits besteht noch die Möglichkeit, dals es neben 
der Addition, Multiplication, Subtraetion und Division weitere Ble- 
mentaroperationen gibt. Man kann nicht beweisen, dafs es keine 
anderen mehr gibt, und darum sind die Untersuchungen über die 
Zahlengrölsen nur insoweit abgeschlossen, als sie auf die nun genug- 
sam hervorgehobenen Anforderungen gegründet sind. 
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S$S 9. Graphische Darstellung der Zahlengröfsen. 


Wenn wir zu dem Begriff der Zahl nur durch Betrachtung realer 
Objeete mit gemeinsamen Merkmalen gelangen konnten, liegt es nun 
nahe zu fragen, ob wir nicht von den rationalen und irrationalen und 
den complexen Zahlengrölsen ein Abbild schaffen können, an dem uns 
das formale Denken zuversichtlich erleichtert wird, da unser Denken 
ohnehin in letzter Instanz an Dinge der Sinnenwelt anknüpft und auf 
Erfahrungen über Vorgänge an Dingen der Sinnenwelt gestützt ist. 

Auf einer geraden Linie lassen sich die Punkte dadurch begrifi- 
lich fixiren, dafs man nach Annahme einer Malseinheit ihre Entfer- 
nungen von einem festen Punkte O der geraden Linie in dieser Mafs- 
einheit angibt. . Diesem Punkte O ordnen wir die Zahl Null zu und 
fassen ihn als „Träger“ der Null auf. Tragen wir von O aus die be- 
stimmte Strecke, welche als Mafseinheit fixirt ist, ein, zwei, nmal auf 
den beiden T'heilen der geraden Linie auf, so sollen die Endpunkte 
dieser Vielfachen der Mafseinheit Träger der Zahlen +1, +2,...+n.. 
resp. —1l, —2,...—n... sein, je nachdem wir uns in dem vor- 
her fixirt gedachten positiven oder negativen Theile der Linie befinden. 
Die gleich grolsen Strecken zwischen zwei aufeinander folgenden 
Punkten, die die Träger von +a oder —a und + (a-+ ]) sind, 
theille man in n gleiche Theile und fasse den mten Theilungspunkt, 
den man bei dem Fortschreiten von dem O näher liegenden Punkte 
erreicht, als Träger von 


m 
+(a+ %) 
auf. — So wird die Entfernung durch eine rationale Zahlengröfse 
fixirt, wenn sie in rationalem Verhältnis zur Malseinheit steht; wenn 
aber dieses Verhältnis irrational ist, wird man eine unendliche Anzahl 


rationaler Elemente a,, @,,...4n... so angeben können, dals die 
den Summen 


5 Fa, u +++ m,:... («) 
zugehörigen Punkte dem durch eine Zahlengröfse zu fixirenden Punkte 
mit wachsendem » beliebig nahe kommen, und man sagt: Die Ent- 
fernung des Punktes ist a, wenn a de der unendlichen Reihe 
(a, + @ +») oder wenn a die der Fundamentalreihe («) zugehörige 
Zahlengrölse ist. 

Nach diesen Festsetzungen leuchtet ein, dals zwei Entfernungen 
gleich oder verschieden sind, wenn die dieselben fixirenden Zahlen- 
sröfsen gleich oder verschieden sind: 

So dienen die reellen Zahlengrölsen zur Bestimmung der Lage 
eines Punktes, und da umgekehrt jeder Zahlengrölse ein bestimmter 
Punkt der geraden Linie zuzuordnen ist (ein Satz, den Cantor mit 


Biermann, Functionentheorie, 4 
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vollem Recht als Axiom bezeichnet), so haben die reellen Zahlengröfsen 
in der That ein Abbild auf der geraden Linie. 

Es fällt nun auch nicht schwer, ein Abbild der complexen Zahlen- 
srölsen zu schaffen. 

Legen wir durch einen festen Punkt O zwei einander senkrecht 
schneidende gerade Linien, die eine etwa horizontal, dann liegt jeder 
Punkt der durch die beiden Linien bestimmten Ebene auf einer oder 
keiner der Geraden oder Axen, nur O liegt auf beiden. 

Die Punkte der Axen fixiren wir in der früheren Weise durch die 
Entfernungen von O und zwar mit dem positiven oder negativen Zei- 
chen, je nachdem der Punkt der horizontalen Axe rechts oder links 
von O, und der der verticalen Axe ober- oder unterhalb der horizon- 
talen Axe liegt. 

Ein Punkt A der genannten Ebene, der aulserhalb der Axen liest, 
ist fixirt, wenn man seine senkrechten Abstände von den Axen oder 
die gleichgrofsen Entfernungen der Fufspunkte P, und P, der von 
dem Punkte A auf die Axen gefällten Lothe von O kennt, oder wenn 
man die Länge des von A auf die horizontale Axe gefällten Lothes 
und die Entfernung des zugehörigen Fulspunktes P, von O angeben 
kann. Diese Entfernung heilst die Abscisse und jenes Loth die Or- 
dinate des Punktes A. Die Abseisse ist positiv, wenn A rechts von 
der verticalen Axe liegt, und negativ im entgegengesetzten Falle. Die 
Ordinate wird positiv oder negativ genannt, je nachdem A ober- oder 
unterhalb der horizontalen Axe gelegen ist. 

Jeder Punkt der Ebene ist nach diesen Festsetzungen durch seine 
Coordinaten, die Abscisse und Ordinate bestimmt; zu einem Paar von 
Zahlengröfsen, von denen die erste die Abscisse, die zweite die Ordi- 
nate ausdrücken soll, gehört aber auch ein bestimmter Punkt. Wenn 
wir darum in der complexen Zahlengröfse a, + a,i die reelle Zahlen- 
grölse a, als Abscisse und die zweite reelle Zahlengrölse a, als Ordi- 
nate eines Punktes ansehen, so gehört zu jeder Zahlengröfse a,—+ a,i 
ein bestimmter Punkt und umgekehrt zu jedem Punkt auch eine 
Zahlengröfse. 

Die reellen Zahlengrölsen finden ihre Träger auf der horizontalen, 
die rein imaginären auf der verticalen Axe, insbesondere sind die den 
vier Zahlengröfsen 1, —1, &, —v zugehörigen Punkte die in der 
Entfernung Eins auf dem positiven resp. negativen Theile der „Axe 
der reellen oder rein imaginären Zahlengröfsen“ befindlichen Punkte. 

Die Entfernung des der Zahlengröfse «a, + @i = a zugehörigen 
Punktes A von dem Anfangspunkte der Coordinaten d.i. dem Punkte 
O ist nach dem Pythagoreischen Lehrsatze durch den positiven Werth 
der zweiten Wurzel aus der Summe der zweiten Potenzen «,? und «&,? 
gemessen. Man nennt diese Grölse 
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Ve? + 0? 
den absoluten Betrag von a und bezeichnet diesen wie früher mit 
al oder |, + |. 
Diese Definition des absoluten Betrages stimmt mit der früheren über- 
ein, wenn &, = (0 und a eine reelle Grölse wird. 
Die Betrachtung der gegenseitigen Lage der den Grölsen 
0, a,b, a+b 
zugehörigen Punkte 
OReA ED al 
lehrt, dals die Entfernungen 
04,502,40, 20% 


al, 18), Id), la+b| 
gemessen werden, und weil eine Seite eines Dreiecks nicht grölser 
sein kann als die Summe und nicht kleiner ist als die Differenz der 
beiden andern, so folgen die Ungleichungen 
IIal—18| <Ia+3] <[al+1b|- 

Da ferner der absolute Betrag der Differenz zweier Grölsen a und 
b durch die Entfernung der Träger derselben repräsentirt ist — wor- 
nach die der Bedingung |r—«| = r genügenden Zahlengrölsen x in 
den Punkten eines Kreises um a mit dem Radius r ihre Träger be- 
sitzen — ist die Entfernung der Punkte A und B durch |a — b| ge- 
messen und auf Grund des oben genannten Satzes entstehen die Un- 
gleichungen: 


durch die Gröfsen 


al + dl 2]a-8] > |ja]—1||. 
Wir beweisen die in den aufgestellten Ungleichungen ausgesprochenen 
Sätze in zweiter Linie durch Vergleich der absoluten Beträge von 
a-+-b| und |a—b| mit den Gröfsen |a| + |b| und |a/—|b|, weil wir 
die bei dem Beweise verwendeten geometrischen Beziehungen gewils 
durch arithmetische Relationen ersetzen können und auch ersetzen 
müssen, wenn wir den Beweis als arithmetisch bindend erkennen wollen. 
Es sei 


a=n+ai, b=Pp + Pi, 


atb=n, +, ++ Pr); 
a+b|.|a+d|=jla+b?= (a +P,)+ (e + P,)’ 
= ’+ß?+ @’+P?+ 20, ßı + &2B,) 


dann ist 


und 


[al + öl = a? + Bi? + 0? +? +2 Ya? +02. VBE+ BR. 
Da aber 


(&P, — @,ß,)’ > 0 
4* 
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und somit 


20,Pı SB, <er Pf? + 0,2 ß,” 


4, ßı + PB)’ <Ala,’+ a?) (Pr + Pr’), 
2(,Pı + %ß) <S 2ya,? + 0°. VB? + Pr? 


ist, wird 


und endlich 


la+ 2? <[jal+lo[? 
la +2|<|a| + Il, 


d.h. der absolute Betrag einer Summe ist nicht gröfser als die Summe 
der absoluten Beträge der Summanden.*) 

Mit Hilfe derselben Schlüsse folgt ferner, dafs der absolute Be- 
trag einer Summe nicht kleiner ist als der absolute Betrag der Diffe- 
renz der absoluten Beträge der Summanden, dals ferner der absolute 
Betrag einer Differenz nicht kleiner ist als der absolute Betrag der 
Differenz des absoluten Betrages von Minuend und Subtrahend, aber 
auch nicht grölser als die Summe der absoluten Beträge von Minuend 
und Subtrahend. 

Der absolute Betrag eines Productes ist gleich dem Producte der 
absoluten Beträge der Factoren. 


Indem 
adb— (PB, — nP) + Auh + PB) ® 


oder 


ist, wird 
lab| = Ve, ßı _ &, ß,)? ++ %, ß” = (a: + a”) (B,?+-B,?) 
und diese Grölse ist wirklich |a]|.|b]. 

Der absolute Betrag eines Quotienten ist gleich dem Quotienten der 


absoluten Beträge des Dividends und Dwisors. 
Da der Quotient 


REDE c4ß2 + @pßz en %Pßı — &uß, ; 


3 A DT te Betpe 
ist, wird 
| Me y bt br Hab — u) _ Yet er 
b (Bi? + B9)? Br? + PR? 


und jetzt ist der Satz bewiesen; denn die Wurzel aus einem Quotienten 
ist gleich dem Quotienten der Wurzel aus Dividend und Divisor. 


*) Der bei diesem Beweise benützte Satz: Die zweite Wurzel aus einem 
Producte ist gleich dem Product der Wurzeln aus den Factoren, folgt aus der 
Definition der Wurzel VYm.n als derjenigen Gröfßse, welche mit sich selbst multi- 
plieirt mn gibt und der Definition des Producteg zweier Gröfsen Vm und Yn. 
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$ 10. Summen unendlich vieler complexer Gröfsen. 


Die Summen unendlich vieler rationaler Zahlengröfsen sind bereits 
untersucht, es bleibt uns noch übrig, die Summen unendlich vieler 
complexer Zahlengrölsen 

ae, ti —l,2,3...) 
zu betrachten. 

Wir wissen bereits, was man unter einer solchen Summe zu ver- 
stehen und wann sie eine Bedeutung für uns hat, denn die früheren 
Definitionen sagen ja aus, dafs die Summe diejenige Grölse ist, deren 
reeller und imaginärer Theil 

tt te) ep tt 


ist und es müssen die Summen 


Do, und DE 
für sich endlich sein, damit Da endlich ist. — Gibt es unter den 


Grölsen «’ ‚positive und negative (ß’ und p’), ebenso unter den Grölsen 


[24 


@&” entgegengesetzt bezeichnete #” und y”, so müssen die Summen 


Denen... Dr 
lauter endliche positive Gröfsen sein. 
Hier handelt es sich darum, neue Kriterien für das Endlichsein 


einer Summe unendlich vieler complexer Grölsen aufzustellen. Wir 
setzen voraus, dals die Summen 


Ze) = DR + I") 
Dior) = DE + Im) 


endlich sind, dann ist 


Il + | 2 Ver + 0’ = |e,| 
und man sieht, dafs die Summe der absoluten Beträge einer unend- 
lichen Reihe 
it 0a; ee 
nothwendig endlich sein mufs, wenn die Reihe eine endliche Summe 
haben soll. 


Hat umgekehrt die Reihe Dial eine endliche Summe, so sind 
wegen der Ungleichungen 
|| = Va? + * > |e,| 
| = Va? +? > 


„ 
&, 
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die Summen der Reihen Da,|, a] und De, endlich. Wir 
haben also den Satz: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dafs die 
Summe unendlich vieler complexer Gröfsen endlich «st, besteht in 
dem Endlichsein der Summe der absoluten Beträge dieser Gröfsen. 

Ferner erkennt man als eine nothwendige und hinreichende Bedingung 
für das Endlichsen der Summe der unendlichen Reihe die folgende: 

Es mufs der absolute Betrag der Summe von beliebig aber nicht 
unendlich vielen willkürlich gewählten Gliedern der Reihe klewmer 
bleiben als eine endliche positiwe Gröfse g. 

Angenommen die Summe der unendlich vielen Grölsen «a, sei end- 


lich, dann ist auch die Summe der Reihe D)a,| endlich und darum 


existirt eine positive endliche Gröfse g, die grölser ist als die Summe 
irgend einer endlichen Anzahl von Gliedern |a,|. Ist aber für irgend 


einen Werth von n 
uU = la,| D 
v1 


N 
9>| Ya, 
« v=1l- 
und die genannte Bedingung ergibt sich als nothwendig. Sie ist aber 
auch hinreichend, denn aus der Voraussetzung 


Bo 


vl 


so wird umsomehr 


folgt jetzt 


ae > Den, en. Den. 


vi vl v=l 
In der That nehmen wir diejenigen Grölsen a, aus der Summe Da, 
heraus, in welchen z. B. der reelle T'heil positiv ist, und nennen wir 


sie ß, + e/i, so wird 
> > Del DE 
v=1 v1 il 
usw. ; 
Ein weiteres Theorem ist das nachstehende: 
Haben die unendlich vielen Zahlengröfsen 
a a LO Re) 
eine unendliche Summe S, so kann man nach Wahl einer beliebig 


kleinen positiven Gröfse ö stets ein n finden derart, dafs der abso- 
lute Betrag von 
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ML At 
Im-H1 + m? + Te + Amt > Di, 
v=z=m-+1 
für jedes w kleiner wird als ö, sobald nur m > n ist. 
Da diese Behauptung für die Reihe der absoluten Beträge 


alt a4. + la + 
zutrifft und die Summe von absoluten Beträgen |a,| nicht kleiner ist 
als der absolute Betrag der Summe der Gröfsen a,, so ist das Theo- 
rem richtig. 


Die Summen $, = at convergiren nach der endlichen Gröfse 
vl ö 
5, denn es ist 


S—|<6d (n>m) 


und darum sagt man: die unendliche Reihe 2 convergürt. 


Wie die Rechnungsoperationen mit Reihen complexer Grölsen 
ausgeführt werden, bedarf keiner Erläuterung mehr. 
Die in Rede stehenden Reihen, in welchen die Reihen der posi- 


tiven und negativen Glieder m, und De für sich endliche Sum- 
men haben, nennt man unbedingt convergent, womit angezeigt sein 
soll, dafs die Öonvergenz nach 5 unabhängig von der Anordnung der 
Terme a, eintritt. Nun sprechen wir den ersten der obigen Sätze 
folgendermalsen aus: 

Convergirt eine Reihe unendlich vieler complexer Gröfsen un- 
bedingt, so convergirt auch die Reihe der absoluten Beträge der 
Gröfsen, und umgekehrt muls eine Reihe unbedingt convergent 
sein, wenn die Reihe der absoluten Beträge — oder wie man 
sagt — wenn die Reihe absolut convergirt. 

Reihen, deren Summe $ von der Anordnung ihrer Glieder abhängig 
ist, heilsen bedingt convergent, und Reihen, deren Summe bei jeder 
Anordnung der Terme unendlich sind, diwergent. Die bedingt conver- 
genten Reihen nehmen wir nicht in die Rechnung auf, da ihnen der 
Charakter von Summen abgeht. 


$ 11. Producte unendlich vieler Factoren.“) 


In diesem Capitel haben wir noch das Product unendlich vieler 
Zahlengröfsen c, zu definiren. Den früheren Betrachtungen gemäls 
mufs die Definition derart gewählt werden, dals das unendliche Pro- 
duct den Fall eines endlichen Productes c,c,...c%, umfalst und für 


*) Siehe Weierstra(s in Crelle’s Journal Bd. 51, Pincherle |. c. und 
Mittag-Leffler in Acta mathematica Bd. 4. 
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dasselbe die Multiplieationsgesetze gelten. Ferner darf es nicht un- 
endlich sein, wenn die durch Multiplication bestimmter Gröfsen c,, 
3, €... begrifflich festgestellte Gröfse für uns eine Bedeutung 
haben soll. | 


Bringt man die Gröfsen c, auf die Form 1 + a,, bildet dann 
2L,=l+ta 
R=(l+a)l+a)=1+1, +, +49 
BR, =(l+a)l+a)l+%) 

BL a en Q3 


A nes 
Baer u 
+ May An, 
so läfst sich P, als Summe der folgenden (n + 1) Gröfsen g, dar- 
stellen: 


%=1 

ri 

R=, +, —=(l+a)a, 

=, +1, +, +, =(l+a)(l+a)a,; 

Het % + ma, ta, 0,0, 44,0, 40,430, + 4,a,0,q, 0,434, 
=(l1+4a)1+a)(l+a,)a, 

(mt tm Ft ln + m + 0: +00: - An-ıla 
=(1+a)(1+9%):--(1+ an-ı) M- 

Das Product der unendlich vielen Factoren c, =1-+a, wird jetzt 


als Summe der unendlich vielen Summanden g, definirt, deren Bildungs- 
gesetz die obigen Gleichungen klar erkennen lassen. 

Diese Definition ist erlaubt, weil das Product einer endlichen An- 
zahl von Grölsen mit eingeschlossen ist. 


Wir fragen, wann das unendliche Product 


En En 


II« + 4,) | 


bezeichnet wird, endlich ist. 
Offenbar dann, wenn ein Factor (1 + a,) Null ist. Wir denken 


aber diese Factoren abgesondert und untersuchen das Product unend- 
lich vieler nicht verschwindender Faectoren. 


Soll ein solches Product unabhängig von der Anordnung der 


welches mit 
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Factoren endlich sein und das ist ja oben verlangt worden, so muls 
die unendliche Reihe 


U An he Pr 
unbedingt convergiren; dann aber convergirt diese Reihe nothwendig 
absolut. 
Bezeichnet man den absoluten Betrag von a, hier mit «, und setzt 


y=%bHt, + 9%, + %0,0,- 0, +. +00, 0&,, 
so wird y, > |g,|, und setzt man voraus, dafs die Reihe positiver 
Grölsen 

ran 2 Aa RR 

convergirt, so convergirt die Reihe der g, absolut. Damit aber von 
einer endlichen Summe der Reihe 1+9, 49,4: die Rede sein 
kann, muls nothwendig die Reihe der absoluten Beträge der Grölsen 
a, endlich sein, enthält ja doch 7, die Grölse |a,| = «,, und diese 
Bedingung ist offenbar auch für die unbedingte Convergenz der Reihe 
der g nothwendig. 

Wir nehmen also an, dafs die Reihe 


ne 2 ee (A) 
eine endliche Summe $ besitze, und setzen fest, dafs S kleiner sei als 
Eins. Andernfalls kann man durch Absonderung einer blos endlichen 
Anzahl von Gliedern «, eine Reihe bilden, in welcher diese Forderung 
erfüllt ist, und in dem von der Anordnung der Factoren unabhängigen 
unendlichen Producte kann man die den Gliedern «&, entsprechenden 
Faetoren (1 + a,) abtrennen, deren Product für sich endlich ist. Es 
bleibt dann ein unendliches Product zur Untersuchung übrig, dessen 
zugeordnete Reihe (A) eine endliche Summe 8 < 1 besitzt. Die posi- 
tiven Gröfsen «, sind jetzt kleiner als Eins, folglich wird 

Da en 
und 


1 
Ua Es GR ae ne Deere 


Doch weil auch 


0,2 lo, 1 le, 0 nn), 


wird das Product 
1 
deze le) (Le) < De Eee) 
und umsomehr 


At )Ad+o)---(+m)< 


Nun ist das unendliche Product l R + a,) endlich, wenn die un- 
3 Be 
endliche Reihe 
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1 al 0%, + 0,0, + E99) 


convergirt; da aber die Summe der ersten n + 1 Glieder 
a N 


kleiner ist als die endliche Zahlengröfse - — was auch % sei, so ist 


das unendliche Product [ [a + «,), welches durch die Summe der 


Bl 


unendlichen Reihen 1 > definirt ist, und umsomehr der absolute 


SR! 
Betrag von 
> oder IIe + a,) 
U) 
endlich. 


Wir erhalten somit den Satz: Die nothwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, da/s mie ein von der Anordnung der Factoren unab- 


hängiges Product ER + a,) endlich ist, besteht in der Convergenz 
Ve 


der unendlichen Reihe 


ltial+ ++. 
Man sagt, die Producte P,, P,,... P„ convergiren nach einem 
bestimmten Werthe P, wenn nach Wahl einer beliebig kleinen posi- 
tiven Grölse Ö stets ein n so bestimmt werden kann, dafs für jedes 


u Pepe. 


Darnach behaupten wir, dafs in dem von der Anordnung der 


Factoren unabhängigen Producte | Ic + a,), welches mit P be- 
y—iL 


zeichnet sei, die Producte 


r=l1+a)l+9)...(1+@) 


mit wachsendem n nach dem unendlichen Producte P TE 


Bildet man den absoluten Betrag des Quotienten 5 >,di. 


A+a.)(1-+%2)-:-| 


und bezeichnet 


Naar 


v=n+1 
mit 1+ ©, wo 


|| <ontı + in 42 4°» 4 rı nat >, 


2 < een as 


so wird 
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Nennt man die Summe der Gröfsen 


Onti, Omt2, 00. Omhrser- 
Sn, so wird für hinlänglich grofse » S,„ kleiner als 1 und kleiner als 
eine beliebig kleine vorgelegte Größe. Dann ist 


1 bie l&| < wer 


und 
IP 1 
>, S 15, 
Bringt man endlich = 5 auf die Form 1+e, wo e beliebig 
klein ist, und setzt h 
all.) =, 
so wird 
P pP 0) 
2122, 1|< 7, 
oder 


IP—-P|<6, 


und der Beweis ist erbracht. 


Man sagt wieder, das unendliche Product I] (1-+- a,) convergürt, 


v1 
wenn nach Annahme einer beliebig kleinen positiven Grölse Ö stets 
eine solche ganze Zahl n angebbar ist, dafs der absolute Betrag 


far, ı 


oder dals für jeden Werth von u der Betrag 
mM 


Plaza ı 


kleiner ist als d, sobald nur m>nm ist. Die endliche Gröfse, nach 
welcher die Producte P, conwergiren, ist der Werth der unendlichen 
Productes. 


Ein unendliches Product heilst absolut convergent, wenn auch noch 


| | (1-+ «,) convergirt. In diesem Falle ist wegen der Ungleichung 


N 


(1 + a) (1-+ &m-+3) er (1 + omru)—1 > mt t &mt2 + Sn + Amt 


die unendliche Reihe 


++ ++ 


absolut convergent. 
Sind die Grölsen «,, @,,... alle kleiner als Eins und hat ihre 


Summe einen endlichen Werth, so ist nicht allein l [a + «,), son- 
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dern auch das beständig abnehmende Product l [ca — d,) convergent 
ohne Null zu werden, denn es ist 
mt w 


2 Ilu-«) > 1— (mp + mt tt emtu) 


v—_m-t1 
und wenn m so grols gewählt ist, dafs die Summe in den Klammern 
kleiner ist als d, wird 


? mtl 
P 


m 


Pe el 0 
Zeigt man umgekehrt in einem besonderen Falle zunächst die Conver- 
genz der Producte P, nach einer von Null verschiedenen Grölse, so 
folgt, dafs die Reihe der «,, «@,,... eine endliche Summe besitzt. Die 


Convergenz von I lu — «,) zieht nämlich diejenige von | Ri + 0,) 
nach sich, indem 
1—6 = (1—e„+1) (1 — &m-+2) Her ee) 
en 
und somit 
1 
1 < (-Fem4ı) (1+ &n+2) IE (1 + &m+u) = NN 


wird, wo die rechte Seite bei hinlänglich grofsen m und beliebig 
kleinen ö von 1 um beliebig wenig abweicht. Z. B. das Product 


oa 


Di 


v2 


ist convergent, denn die Producte 


Lie) 1.2 2.4 n—1) n+1) _1.2...m—1) 3.4... n+1) 
IA 2/9308 MN Beamer ARE 
an er 
TE an 


. e 1 . . 
convergiren mit wachsendem » nach = und darum ist auch die Summe 
der unendlichen Reihe 


1 1 1 
Beta Te Te 
und umsomehr 


ESEL 


yM gm 


1 
3) 
e W 
endlich. 
Bei der Auswerthung eines absolut convergenten Productes kann 
man die Factoren beliebig in Gruppen zusammenfassen, und anderer- 


seits läfst sich das Produet l la —+ «,) in ein convergentes unend- 


liches Product verwandeln, dessen Factoren selbst unendliche Pro- 
duete sind. 
Es sei etwa 
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1+5,=(l+a)1+a) 
1+b,=-(l1+%)1l+e))... 

wo die Grölsen a,, 4 ..., @, @,... Gröfsen a, sind, dann wird 


,=atn ta 4°: 
=. +, + +: 
und man sieht, dals die das Produet la —+ b,) definirende Summe 
—T 


keine anderen Glieder enthält als die Summe, durch welche das Pro- 


duct | [a + .a,) bestimmt ist. Doch diese endlichen Summen sind 
von der Anordnung der Summanden unabhängig und einander gleich. 


Mit Producten der hier betrachteten Art rechnet man wie mit den 
früheren Zahlengrölsen. 


Um z.B. das Product 


Ilae+»)=-r w ]Jua+w)=-0 


zu bilden, hat man das Product 


Ilı+wa+w,)-]lu+»+b+ «b,) 
zusammenzusetzen. Es ist endlich und hat den Werth PQ, denn 
erstens ist 


Dot bt ab < lol + ld + lbsl) 


mit Dia) und DI endlich und zweitens gibt der Vergleich der 
das neue Product definirenden Summe mit dem Producte der Reihen 


Du 140 + D2u a) 4 0)...A +0.) 


Dim — 4 HH WAHl.- en 
dafs die zweite Behauptung richtig ist. 
Enthält das endliche Product | [a + a,) = P keinen verschwin- 


denden Factor, so ist das Product II g=: — —.) ebenfalls endlich und be- 
sitzt den Werth - 5 


2% ie.) IC er 


und zeigt, dafs 
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a a, 


> Nash, 


zugleich mit >| a,| endlich ist, so hat das neue Product gewils einen 


endlichen Werth, und zwar folgt aus 


IHe+w.1I,)- IMet+w og, -! 
IIlas)=+ 


Die genannte Summe ist wirklich endlich, denn bezeichnet « einen 
positiven Werth, der kleiner ist als jeder der von Null verschiedenen 
Werthe |1 + a,|, so gilt die Ungleichung 

@, 


Dar Dal 


in der die rechte Seite kleiner ist als eine noch angebbare Gröfse g. 
Man kann an diesen Satz die Bemerkung knüpfen: En absolut 


convergentes Product | | (1-+.a,) kann nicht verschwinden, wenn nicht 


einer der Factoren (1 + a,) Null ist. — 
Der Quotient zweier endlichen Producte 


Ila+». [Ja+% 


mit den Werthen P und ©, deren zweites keinen verschwindenden 


Factor hat, ist ita, 
He 


und hat den Werth Eee denn es ist 


TI64)- He+o-I1) = 
Wenn die einem Producte II (1 + a,) zugeordnete Reihe 
a a 


nur bedingt convergirt, kann man die früheren Schlüsse über die 
Convergenz des Productes nicht mehr ziehen. Das Product kann wohl 
mit der Reihe zugleich endlich sein, aber nicht bei jeder Factoren- 
folge, es ist nur bedingt convergent. 

2. B. ist das Product 


1 
[| (1+(-1y —) 
bedingt convergent, denn die Reihe 


1 1 1 1 1 
a Hasen 


convergirt nur bei bestimmter Summationsfolge. Indels 
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-2)+G-)+ +6 - + 
an nee 


convergirt und mithin 
+00 


tt. ++ 


oder 


endlich ist, wird 


und 
1 


1 1 
Er rar 


unendlich, und von den Producten 


IIt+,,) wa ]lG- a 

v1 vl 
divergirt das erste nach Unendlich, das zweite nach Null, ohne dals 
ein Factor verschwindet. 

Die von der Anordnung der Faetoren abhängigen unendlichen 
Producte haben nicht den Charakter der Producte, darum führen wir 
sie ebensowenig wie die bedingt convergenten unendlichen Reihen in 
die Rechnung ein. 


Zweites Oapitel. 
I. Abschnitt. 


Veränderliche 6Gröfsen, Gröfsenmengen. 


$S 12. Definition der algebraischen rationalen ganzen und 
Sr x gebrochenen Ausdrücke. 
er Mit den in dem vorigen Capitel gewonnenen Zahlengröfsen haben 
wir zu operiren. 
Ist eine endliche Anzahl reeller Oder complexer Zahlengrölsen 
Ay, Ay... vorgelegt und verknüpft man dieselben eine endliche An- 
zahl Male durch die vier Rechnungsoperationen, wobei die Division 
der Beschränkung unterliegt, dafs der Divisor nicht Null sein darf, so 
erhält man Ausdrücke, deren Untersuchung den Gegenstand der Algebra 
bildet. Schlielsen wir die Division zunächst ganz aus, so liefert die 
Anwendung der drei übrigen Elementaroperationen Ausdrücke der Form: 


„O 0) (0) ©) W) 


0) 
A ae. on Aa ae re 


a ® () 
+ Ara ae... nn , 


wo einige der (positiven) ganzen Zahlen m,” ...m,® auch den Werth 
Null haben können, in welchem Falle a,’ = 1 zu setzen ist, und wo 
die positiven und negativen ganzzahligen Gröfsen A, Coefficienten ge- 
nannt werden. 

Solche „algebraische, rationale und ganze“ Ausdrücke haben offenbar 
die Eigenschaft, untereinander durch die ersten drei Rechnungsarten 
verbunden, wieder Ausdrücke derselben Art zu geben. 

Wendet man bei der Verknüpfung der Ele a, auch die Di- 
vision an, so entstehen Quotienten ganzer Ausdrücke. Indem man 
ferner die durch Addition, Multiplication und Subtraction verbundenen 
Quotienten auf gemeinsame Nenner bringt, wird der allgemeinste 
algebraische, rationale und gebrochene Ausdruck unter der Form des 
Quotienten zweier ganzen Ausdrücke erscheinen. 

Bei der Bildung genannter Ausdrücke wollen wir festsetzen, dals 
einige Elemente a, einmal fixirte Werthe unveränderlich beibehalten, 
andere Elemente nach und nach andere Werthe aus unserem Gröfsen- 


Zweites Capitel. I. Abschnitt. Veränderliche Gröfsen, Gröfsenmengen. 65 


system annehmen. Die ersteren Grölsen heilsen unveränderliche oder 
constante, die letzteren veränderliche oder variable. 

Der algebraische Ausdruck ändert seinen Werth, wenn man den 
Variabeln verschiedene Werthe beilegt. Diese Abhängigkeit des Werthes 
eines Ausdruckes von den Werthen der Variabeln spricht man dadurch 
aus, dafs man den Ausdruck eine Function der Variabeln nennt und 
zwar eine algebraische rationale ganze oder gebrochene Function, je 
nachdem die variabeln Gröfsen bei der Division nicht in Verwendung 
‘kamen oder aber auch bei dieser Rechnungsoperation zugelassen wurden. 

Die algebraische rationale ganze Function ist eine Summe einer 
endlichen Anzahl von Gliedern der Form: 


Yy,r v 
A N 2 nn, 


wo die constanten Coefficienten A, »,...,,, beliebige Zahlengröfsen und 
die %,, &,...% die Variabeln bedeuten. 

Zwei Glieder der ganzen Function, in welchen die Exponenten 
der Variabeln der Reihe nach übereinstimmen, kann man zu einem 
Gliede vereinigen. Sind die Exponenten einmal alle gleich Null, so 
hat die ganze Function ein von den Variabeln freies, constantes Glied 
Any o*..0. Kann der Exponent v„ (u=1,2..m) alle Werthe von 
0 bis m. durchlaufen, so schreibt man die ganze Function in Form 
der mfachen Summe: 


mı Ma Pop 
v v v 
> > ale > ag, Veh. mr 15 os Km m, 
,=0 n=0 N) 


oder einfacher: 


m, My. . Mm 
A,,, 127 vm%ı" %,” 27 3 Im’ m , 
Yy 9a... Ind 
und hierin können einige der Üoefficienten Ay»y...», wieder Null 


sein. Die algebraische rationale gebrochene Function ist der Quotient 
solcher Summen. 


S$S 13. Unbeschränkt veränderliche Gröfsen. 


Bevor wir an die Untersuchung der eingeführten Functionen gehen 
können, müssen wir eine Reihe von Definitionen vorausschicken. 

Wir sagten, eine Grölse heilst veränderlich, wenn sie verschiedene 
Werthe annehmen kann. Diese Veränderlichkeit ist ganz unbestimmt, 
und im Allgemeinen wird eine solche Gröfse nicht zu verwerthen sein. 
Wir führen darum die unbeschränkt veränderliche Gröfse ein und ver- 
stehen darunter eine Gröfse, die jeden Werth unseres Gröfsen- oder 
Zahlensystems annehmen kann und auch grölser werden darf, als jede 
vorgegebene Grölse. 


Biermann, Functionentheorie. 5 
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Eine solche Variable x hat folgende Eigenschaft: 

Ist x, ein bestimmter endlicher Werth und r eine gegebene posi- 
tive (reelle) Gröfse, so gehört die Gesammtheit von Zahlengrölsen x, 
für welche der absolute Betrag |x« — x, | kleiner ist als r, ebenfalls zu 
den Werthen der Variabeln. 

Wird eine Variable als eine Grölse x definirt, welche alle Werthe 
annimmt, für die |® — x, | kleiner ist als eine beliebig kleine posi- 
tive Gröfse d, — wo x, einen ersten Werth bezeichnet — so nennt 
man sie stetig veränderlich. Die unbeschränkt variable Gröfse ist also 
stetig veränderlich. 

Die Gesammtheit der Werthe x, welche die Bedingung 

e—o|<r 

erfüllen, bezeichnet man als Umgebung von &,. Der Ursprung dieser 
Bezeichnung ist durch die geometrische Repräsentation der Variabeln- 
werthe erklärt. Die Träger dieser Werthe sind die Punkte der Zahlen- 
ebene, der Träger des Werthes x, ist ein bestimmter Punkt oder eine 
Stelle, und die der genannten Bedingung unterworfenen x Werthe 
liegen innerhalb des um die Stelle x, mit dem Radius x beschriebenen 
Kreises. Nach der Grölse r heilst die Umgebung von x, diejenige mit 
dem Radius r, oder die Umgebung r der Stelle x,. 

Es seien n von einander unabhängige unbeschränkt veränderliche 
Gröfsen x, &, . ... %„ vorgelegt. 

Ein specielles Werthesystem (a,, @ ...a„) oder, wie wir kürzer 
anzeigen wollen, ein Werthesystem (a) heilse eine Stelle oder ein 
Punkt aus der Gesammtheit der Werthesysteme (x). 

Die Gesammtheit derjenigen Werthesysteme (x), welche die Be- 
dingungen 

a -—-al<d, | m -n|<d, -...,. | <od 
erfüllen, heilse die Umgebung ö der Stelle (a); allgemeiner definirt 
man durch die Gesammtheit der den verschiedenen Bedingungen 

re EA Eee, 
genüigenden Werthesysteme die Umgebung (Öd,, 6,.... 0„) oder (d) der 
Stelle (a). 

Sind die Variabeln wiederum so definirt, dals die Gesammtheit 
der den Ungleichungen |, — | <0d, w=1,2...n) mit beliebig 
kleinen Grölsen d, genügenden Werthesystemen auch den Variabel- 
werthen angehören, so heilsen sie stetig veränderlich. 

Wir sagen: Die Gesammtheit der reellen Werthe, welche eine un- 
beschränkte Variable annehmen kann, constituirt eine einfach unend- 
liche Mannichfaltigkeit oder eine Mannichfaltigkeit einer Dimension. 

Die Gesammtheit der reellen Werthesysteme, die n von einander 
unabhängige, unbeschränkt veränderliche Gröfsen ©,, &,...%, an- 


Veränderliche Gröfsen, Größsenmengen. 67 


nehmen können, bildet eine nfach unendliche Mannichfaltigkeit oder 
eine Mannichfaltigkeit n!® Dimension. 
Die Gesammtheit der » unbeschränkt veränderlichen Gröfsen 


Leo Lin w—1l,2...n), 


wo-&, und n, reelle Werthe bedeuten oder unbeschränkt reelle Variabeln 
sind, constituirt eine Mannichfaltigkeit von 2» Dimensionen und ein 
specielles Werthesystem (a,) ist eine Stelle oder ein Punkt dieser 
Mannichfaltigkeit. — 

Wir denken nun in der zweifach unendlichen Mannichfaltigkeit 
eine unendliche Menge (A) von einander verschiedener endlicher Punkte 
gegeben, die durch eine bestimmte Regel oder eine gemeinsame Defi- 
nition charakterisirt seien, wie z. B. dadurch, dafs nz =5&8- in die 
Coordinaten 8 und n rationale Zahlengröfsen sein sollen. 

Hierauf definiren wir: eine (wenn auch noch so kleine) Umgebung 
r einer Stelle x, der Gesammtheit von Werthen « gehört der Punkt- 
menge (A) an, wenn nebst x, jede Stelle dieser Umgebung ein Punkt 
der Menge ist. 

Gibt es keinen Punkt &, unter den gegebenen, dem eine der 
Menge (A) angehörige Umgebung zuzuordnen ist, so heilst die Punkt- 
menge discret. 

Angenommen, dals eine solche Stelle x, existirt, so kann man 
eine der Bedingung |# — x,| < r genügende Stelle x, herausnehmen, 
für die sich offenbar wieder eine der Menge (A) angehörige Umgebung 
r, finden läfst. Fährt man so fort, sucht stets die Umgebung r, einer 
Stelle x,, die der der Menge (A) angehörigen Umgebung r,_ı von 
%,_ı entnommen ist, so constituirt die Gesammtheit von Punkten, zu 
denen man auf diese Weise gelangen kann, in der zweifach unend- 
lichen Mannichfaltigkeit von x Werthen oder in der «-Ebene, wo die 
Variable gedeutet wird, eine Menge (A,) von Stellen, die wir einen 
Bereich nennen. Durch die beschriebene Vermittlung einer endlichen 
Anzahl von Stellen kann man von jeder Stelle x, des Bereiches (A,) 
zu jeder anderen £’ gelangen, ja noch mehr, man kann sogar eine 
endliche Anzahl von Stellen x, aus (A) zwischen x, und x’ so ein- 
schalten, dafs die Entfernungen 


| — Bl, I —ml|.... 0° — Mm | 


kleiner bleiben als eine beliebig kleine Grölse d, und die Umgebungen 
der Stellen &,, %, &2...%„ mit dem Halbmesser ö der Punktmenge 
(A) angehören. 

Man sagt, die Stellen &,, &,...%„ vermitteln einen zusammen- 
hängenden Übergang oder einen continuirlichen Weg von x, nach x”. 
Ein Bereich (A,), zwischen dessen Stellen continuirliche Wege zu 

5* 
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legen sind, heilst ein aus einem zweifach ausgedehnten Stücke be- 
stehendes, zusammenhängendes Oontinuum, oder Continuum kurzweg.*) 

Ist x’ eine Stelle aus (A), der man eine dem Continuum (A,) an- 
gehörige Umgebung zuordnen kann, so liegt x’ innerhalb (A,) und 
(A,) enthält x. 

Gibt es unter den Stellen einer noch so kleinen Umgebung von 
x’ solche, die (A,) angehören und andere, die (A,) nicht angehören, 
so liegt x’ auf der Degrenzung des Bereiches (A,). 

Eine Stelle x” liegt endlich aufserhalb (A,), wenn man ihr eine 
wenn auch noch so kleine Umgebung zuordnen kann, welche keine 
dem Bereiche (A,) angehörige Stellen umfalst. Die dem Continuum 
(A,) angehörigen Umgebungen einer Stelle, die innerhalb (A,) liegen, 
können bis an eine Stelle der Begrenzung hinanreichen, aber niemals 
eine solche Stelle enthalten.**) 

Das Continuum (A,) ist durch einzelne Stellen, durch eine oder 
mehrere Linien oder durch Punkte und Linien bapfeneh 

Die Linie ist (hier etwas umständlich) als die Gesammtheit einer 
unendlichen Punktmenge (5b) der Beschaffenheit aufzufassen, dafs in 
jeder (selbst beliebig kleinen) Umgebung jeder Stelle von (B) unendlich 
viele andere Stellen dieser Menge, und noch Stellen (=) und (x) 
liegen, die sich aufserhalb resp. innerhalb des Continuums (A,) be- 
finden. 

‘Die eine Linie definirende Punktmenge bildet kein zweifach aus- 
gedehntes Continuum mehr, aber nothwendig lassen sich wieder zwischen 
irgend zwei Stellen &, und &, von (DB) nach Annahme einer beliebig 
kleinen Grölse & eine endliche Anzahl neuer Stellen &, &...5, 
welche der Menge (B) angehören, den Bedingungen 


Eee ne, Er 

gemäls einschalten. Darum heifst die Punktmenge (B) zusammen- 
hängend und andererseits einfach unendlich oder einfach ausgedehnt, 
weil sie in der zweidimensionalen Mannichfaltigkeit kein Continuum 
bildet. Ei 

Es ist möglich, dafs unter den Stellen der ursprünglich gegebenen 
Punktmenge (A) solche existiren, die zwar aulserhalb (A,) liegen, 
denen aber eine der Menge (A) angehörige Umgebung zuzuordnen ist, 
Dann gibt es mindestens ein zweites Continuum (A,), dessen Begren- 
zung theilweise mit der des ersten Continuums zusammenfallen kann. 
So kann man nach und nach alle Continua aus (A) herausnehmen. 

Die Gesammtheit der Werthe einer stetig veränderlichen Gröfse 
% constituirt gewils ein Continuum. Indem sich die früheren Betrach- 


*) Weierstrafs, Abhandl. aus der Functionenlehre S. 71. 
”*) Mittag-Leffler, Acta math. Bd. 4. 
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tungen auf den Fall unendlicher Punktmengen (A) in der 2n-dimen- 
sionalen Mannichfaltigkeit ausdehnen lassen, gilt die letzte Behauptung 
auch für die Gesammtheit der Werthesysteme von n stetigen Veränder- 
lichen. Die der Linie entsprechende Begrenzung des 2nfach ausge- 
dehnten Oontinuums wird aus einer (2» — 1)fach unendlichen Punkt- 
menge zusammengesetzt sein und ferner werden die Begrenzungen 
durch (2% — v)fach unendliche Punktmengen gebildet sein können, 
indem in der Punktmenge (A) eine Menge von Stellen existiren kann, 
die niemals ein mehr als (2» — v)fach ausgedehntes Continuum zu 
bilden vermögen, in deren Umgebungen aber erstens unendlich viele 
Stellen dieser Menge selbst und ferner Stellen liegen, die sich inner- 
balb oder aulserhalb der der Menge (A) angehörenden Continua be- 
finden. — 

Gibt es unter den Werthen einer Variabeln x solche, die, ohne 
Null zu sein, dem absoluten Betrage nach kleiner sind als eine be- 
liebig kleine positive Grölse Ö, so sagt man, dals x unendlich klein 
werden kann.*) Ist x eine stetig veränderliche Grölse und liegt die 
Stelle Null in dem Bereich der Gröfse oder auf der Begrenzung, so 
kann x unendlich klein werden und zwar gibt es unendlich viele Werthe 
%, für die |x | kleiner wird als 6. 

Die Null selbst erscheint hier im Gegensatz zu den Null werden- 
den oder unendlich klein werdenden Grölsen als eine bestimmte Grölse, 
nach welcher die Werthe « convergiren, 

Ein Gröfsensystem &,, %, . . . & wird unendlich klein, sobald wieder 
die Stelle (0) in dem Bereich der Veränderlichen oder auf der Be- 
grenzung liegt. 

Stehen hierauf zwei oder mehrere Gröfsen y und x oder y und 
% 5 &y..%n in einem Zusammenhange, durch welchen jeder Stelle x 
oder (x) ein oder mehrere (vielleicht unendlich viele) Werthe für y - 
zugeordnet werden, und existirt nach Annahme einer beliebig kleinen 
positiven Grölse e eine Umgebung der Stelle 0 oder (0) 

el a 0, wel, anen), 
die nur Stellen enthält, denen y Werthe von einem Betrage kleiner 
als & zugeordnet sind, so sagt man, dafs die Grölse y mit den unab- 
hängigen Variabeln unendlich klein oder mit unendlich kleinen Werthen 
der Variabeln unendlich klein wird. 

Wirdy—b mit x —aoder mt z,— a, (v=1,2...n) unend- 
lich klein, so gebraucht man die Bezeichnung: y nähert sich der 
Grenze b, indem die Grölse x oder das Grölsensystem (&,, &, . - - &n) 
nach der Stelle a oder (a) convergirt, d. h. wenn die Stelle x oder 


*) Wir werden öfter die Worte absoluter Betrag weglassen, wenn es sich um 
den Vergleich complexer Gröfsen mit positiven (reellen) Gröfsen handelt, 
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(x) derart nach a oder (a) rückt, dafs die Differenzen © — a oder 
(&, — a,) unendlich klein werden. 

Die Summe oder das Product y einer endlichen Anzahl stetig ver- 
änderlicher Grölen wird mit den Summanden respective mit einem 
Factor unendlich klein, sofern in dem Producte keiner der übrigen 
Factoren eine noch angebbare Gröfse überschreitet. Der Quotient y 
zweier stetig veränderlicher Gröfsen wird gewils mit dem Dividend un- 
endlich klein, wenn nur der Divisor nicht auch unendlich klein wird. 

Eine veränderliche Grölse wird unendlich grofs genannt, wenn ihr 
absoluter Betrag größer werden kann als jede angebbare positive 
Gröfse. Wie die Null als Grenze unendlich klein werdender Grölsen 
aufzufassen ist, betrachtet man die Grenze der unendlich werdenden 
Grölsen als eine bestimmte Grölse: Unendlich, und spricht von ihr als 


dem Werthe des Ausdruckes 2 ‚ wenn 2=0( gesetzt wird; diesem 


Werthe oder dieser Grölse (oo) kommt der Name Unendlichkeitspunkt 
zu, herrührend von der geometrischen Repräsentation, bei der man 
nur. einen unendlich fernen Punkt hat, sobald die Ebene als Kugel 
von unendlich grolsem Radius aufgefalst wird. Die Gesammtheit der 


(absolut genommen grolsen) Werthe von x, für welche -| <r, heifst 
die Umgebung r der Stelle oo. Darnach legt man also dem Ausdruck 
% — © die Bedeutung von - ,‚ und dem Ausdruck a die Bedeutung 
% & 
von — bei. 
a 


Sollte die oben benützte Punkt- oder Werthemenge (A) der zwei- 
fach unendlichen Mannichfaltigkeit Grölsen enthalten, deren absoluter 
Betrag grölser ist als eine angebbare Grösse und gehört jede einer 


Bedingung IS < r genügende Stelle der Menge (A) an, so enthält 


(A) die Umgebung des unendlich fernen Punktes und ein Continuum 
erstreckt sich in das Unendliche. 


S 14. Häufungsstelle linearer Punktmengen. 


Wir müssen die unendlichen Punktmengen noch näher studiren. 
Wir denken vor Allem in dem Bereich der unbeschränkt reellen Va- 
riabeln x’, der durch die Gesammtheit der reellen Werthe unserer 
Variabeln & constituirt ist, eine aus einer einheitlichen Definition 
flielsende Menge voneinander verschiedener Werthe gegeben. Dann 
besteht für Jede solch lineare unendliche Punktmenge der wichtige Satz*): 

In dem Bereich der reellen Variabeln gibt es mindestens eine 


”) Siehe Pincherle 1. c. 
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Stelle der Beschaffenheit, da/s in jeder noch so kleinen Umgebung 
derselben unendlich viele Stellen der Punktmenge sich befinden. 

Wir setzen voraus, dals die absoluten Beträge der gegebenen 
Gröfsen (2, &) ...%,...) endlich seien; dann können wir auch be- 
stimmen, dals sie alle positiv seien, denn andernfalls kann man wegen 
der ersten Voraussetzung stets eine positive Grölse % so angeben, dals 

Ges Hıkw=T,2...) 
positiv werden. 

Sind die unendlich vielen Gröfsen x, nun alle positiv, grölser als 
a und kleiner als a + d, so theile man das durch diese Gröfsen defi- 
nirte Intervall (Bereich) in neue Bereiche, so dals in einem Theil- 
bereiche unendlich viele der gegebenen Grölsen liegen. 

Bezeichnen 

Da er Erde 
Grölsen, die nur die Werthe O und 1 annehmen, so lassen sich un- 
endlich viele Gröfsen x, in das Intervall 


von a-F& ieb, bis :b, + 
ferner in das Intervall 

von dub, un bis n. 
usw., endlich in ein Intervall 

vn bebı tan bis 5 +L 


einschlie[sen. Nennt man die Summe 
La U TE In 
9% 4 gan 
Mn, so wird 
„=a-+ md. 
Wir behaupten, dafs dann, wenn b, noch nicht die verlangte Stelle 
ist, die Zahlengröfse 


B-atdi +4. Hr )-atdn 


die gesuchte Stelle in dem Intervall « bis « + d definirt.*) 
Diese Zahlengröfse ist vor Allem endlich, denn 7 ist nicht grölser als 


1 1 1 ne 
SA N er am: 
” 
Ist dann ö eine beliebig kleine vorgelegte Grölse und n so gewählt, dafs 


#*) Vergleiche Serret-Harnack, Lehrbuch der Differential- und Integralrech- 
nung S. 26. 
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il el 
wet 


so wird n an die Ungleichungen gebunden sein: 
1 
Nn = N = An Tr a 2 


oder: 


1 
n—d<nm und N a 


Dann ist aber das Intervall von 5b, bis 5, + 5 vollständig in dem 
Intervalle (b — dd, b + dd) oder (a+ (n—d)d,a+(m+Bß) d) ent- 
halten und weil dieses mit Ö beliebig klein zu machen ist, fallen wirk- 
lich in jede noch so kleine Umgebung der Stelle db unendlich viele der 
vorgelegten Punkte. 

Enthält die gegebene Punktmenge Gröfsen x,, die grölser sind als 
jede angebbare Gröfse, und gehören nicht alle endlichen Stellen der 
Menge an (in welchem Falle der frühere Satz auch hier bewiesen wäre), 
so greife man eine solche heraus — sie heilse 8° —, setze dann 

%c 
Mei 
so wird der Bereich der reellen Werthe y’ gerade dem Bereich von x’ 
entsprechen, indem 


reell ist. Die Stellen y, liegen nicht unendlich fern, da |y,| endlich 
bleibt und somit gibt es für die Punktmenge (Y,', % ...W ...) eine 
ausgezeichnete Stelle der in Rede stehenden Art; sie heilse Y. Ihr 
entspricht in dem Bereiche von x’ umgekehrt die Stelle: 


yes 
en . , 

und diese ist die gesuchte Grenz- oder Häufungsstelle der gegebenen , 

Punktmenge, denn die Stellen der nächsten Umgebung von Y werden 

in Stellen der nächsten Umgebung von X transformirt. 

Wäre Y=1, so folgt X = oo und dann gibt es in jedem noch 
so kleinen Bereiche, für welchen nn < ö, unendlich viele der ge- 
gebenen Stellen. — 

Man kann diese Betrachtungen auf den Fall ausdehnen, wo in 
dem Bereiche der n von einander unabhängigen unbeschränkten aber 
reellen Variabeln (&, #,... %n), (also in einer Mannichfaltigkeit von 
n Dimensionen), unendlich viele von einander verschiedene (positive) 
Stellen (#’) gegeben sind, die man in bestimmter Folge geordnet denken 
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mag; z. B. dadurch dafs zwei Stellen (x’) und (x”) dann als aufein- 
ander folgend angesehen werden, wenn |x, |< |x,| ist; sollte es 
aber zwei Stellen geben, denen dieselben Werthe x,’ zukommen, so 
folge (x) auf (x), wenn ©, <x, usw. 

In der nfach unendlichen Mannichfaltigkeit existirt wieder min- 
destens eine Stelle, derart, dafs in jeder beliebig kleinen Umgebung 
(9) derselben unendlich viele der gegebenen Punkte enthalten sind. 

Will man zeigen, dafs auch die unendliche Punktmenge in dem 
zweifach ausgedehnten Bereiche der unbeschränkten Variabeln 


z=&-+ 17 

eine Häufungsstelle besitzt (b = ß, + ß,t), so dals in jeder noch so 
kleinen Umgebung r von b unendlich viele der vorgegebenen Stellen 
x =8'+ in’ liegen, so setze man b aus den Häufungsstellen ß, und 
ß, der Grölsenmengen 8’ resp. n’ zusammen und beweise, dafs sich 
nach Annahme zweier beliebig kleinen Gröfsen d, und Ö,, welche der 
Bedingung d,? + 6,? < r? genügen, unendlich viele reelle Werthe 8’ 
und n’ finden lassen, für welche 


E-Al<d, M—-R|<%, 
denn dann gibt es auch unendlich viele Gröfsen x’, die die Bedingung 
|e2’—b| <r erfüllen. 

In entsprechender Weise gehe man in dem Falle vor, wo die 
Punktmenge in dem 2nfach ausgedehnten Bereiche der n (complexen) 
Variabeln &,, & ....%, gegeben ist. Es gibt auch hier mindestens 
eine Häufungsstelle. 


$ 15. Abgeleitete Punktmengen. *) 


Ist irgend eine unendliche lineare Punktmenge P gegeben, d. h. 
eine unendliche Menge verschiedener Punkte, so ist mit dieser eine 
zweite Punktmenge definirt, nämlich die der Häufungs- oder Grenz- 
stellen. Man nennt die Gesammtheit der Grenzstellen die erste abge- 
leitete Punktmenge von P und bezeichnet sie mit PW. 

Die Punkte von P® brauchen der Menge P nicht anzugehören 
und ebensowenig ist die Menge P in P@ enthalten. Heilst die Ge- 
sammtheit der in P aber nicht in PW vorkommenden Stellen 9, dann 
kann man jedem Punkte von Q) eine Umgebung zuordnen, welche 
keine weiteren Stellen aus Q enthält, und die abgeleitete Menge 9% 
kann mit @ keine Stelle gemein haben. Man nennt die Punkte © 
isolürte Punkte. 

Besteht die Punktmenge P® aus unendlich vielen Stellen, so be- 
sitzt dieselbe eine erste abgeleitete Punktmenge P®, die die zweite 


*) Vergleiche die Untersuchungen von Cantor in den Mathemat. Annalen. 
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Abgeleitete von P heifst. — P® braucht nicht alle Stellen von P® zu 
enthalten, aber jede Stelle von P® gehört jetzt P® an, denn in jeder 
Umgebung einer Stelle von P® gibt es unendlich viele Stellen von 
P® und in jeder Umgebung dieser Stellen unendlich viele Punkte 
der Menge P. Der Ableitungsprozels fördert also aus P höchstens 
einmal neue Stellen. 

In der Bildung abgeleiteter Punktmengen kann man weiter gehen 
und die v'® Ableitung von P, d. i. die erste Ableitung von PP-V auf- 
suchen; stets wird P® in PP-D, in PP usw., endlich in P® ent- 
halten sein. Kommt man bei dieser Succession zu einem Ende, indem 
eine abgeleitete Menge P® nur aus einer endlichen Anzahl von Stellen 
zusammengesetzt ist und Pt” für jedes v keine Stellen enthält, so 
heilst die Punktmenge von der n!® Ordnung. Man zeigt dies durch 
die Schreibweise an: 

PU) 08 
Beispiele: 1) Die erste abgeleitete Punktmenge der gegebenen 


Menge ı =, rn . ne, > ) besteht aus der Stelle Null und es 
er 2) 0% 


2) Die erste Abgeleitete der Punktmenge, welche durch die inner- 
halb des Bereiches von 0 bis 1 befindlichen rationalen Zahlengröfsen 
definirt ist, besteht aus allen Punkten des Intervalles einschliefslich 
der durch die Stellen O und 1 gebildeten Grenzen und jede folgende 
abgeleitete Menge enthält dieselben Stellen. 

3) Eine irrationale Zahlengröfse »'* Ordnung war durch eine aus 
Zahlengröfsen (n — 1)!* Ordnung gebildete Fundamentalreihe definirt, 
die irrationale Zahlengröfse erster Ordnung durch eine aus rationalen 
Grölsen zusammengesetzte Fundamentalreihe. Sucht man die den ra- 
tionalen Grölsen entsprechende Punktmenge, welche eine irrationale 
Zahlengrölse n!“ Ordnung definirt, so ist dieselbe durch die Identität 
Pet) =0 charakterisirt. 

Bezeichnet man das System der zweien Punktmengen P, und P, 
gemeinsamen Stellen mit D(P,, P,) und nennt diese Menge den ge- 
meinsamen Theiler von P, und P,, so erhält der früher ausgesprochene 
Hauptsatz einer Menge @ isolirter Stellen die Form: 


DO, 0) =0, 


und die Beziehung auf einander folgender abgeleiteter Punktmengen 
ist in der Formel enthalten: 


D(Pw, Pe+V) — Pe+y 
Bezeichnet man die durch Vereinigung zweier Punktmengen P, 


und P, ohne gemeinsamen Theiler entstehende Punktmenge P mit 
P, + P,, so ist die frühere Punktmenge P mit der ersten Abgeleiteten 
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P® und der isolirten Menge Q in der nachfolgenden Weise zu cha- 
rakterisiren: 

?P=@+D(P, P®), 
d. h. jede Punktmenge P ist als Vereinigung einer isolirten Menge 
und einer Theilmenge von P( darzustellen. 

Ist P selbst eine abgeleitete Punktmenge, so wird diese Theil- 
menge von P® PW selbst, denn es ist: 

Po=0Q,+ D(Pn, Pe+v) = Q, + Pe+) 
und Q, = P®W — PP# ist eine isolirte Menge. So ersieht man auch, 
dals die erste abgeleitete Punktmenge als Vereinigung isolirter Mengen 
aufzufassen ist, denn es gilt: 

PO=(Pw — P®) + (P® — P®) +... + (Pr _ Pw) 1 Pi) 

oder 

PU) = Wan) — P®) == (P® — 20) + ..., 
je nachdem PW von der (n — 1)! Ordnung ist, oder der Ableitungs- 
procels im Endlichen keinen Abschlufs erreicht. 

Eine Punktmenge P, welche ihre erste abgeleitete Punktmenge 
enthält (wo D(P, PO) = P® ist), heilse eine abgeschlossene. Für 
diese ist: 

P=0+4 Pb, 
und weil D(9, QW) = (0 ist, so muls QW in Pl als Theiler enthalten 
sein. Enthält P neben Q und QU noch eine Punktmenge R, so gilt: 


P-Q+Q@O+R, QU+R=Pw. 

Während in hinlänglich kleinen Umgebungen der Stellen von © 
keine Stellen dieser Menge existiren, gibt es in jeder Umgebung der 
Stellen von R Stellen, die R selbst angehören, folglich gehört R seiner 
ersten abgeleiteten Punktmenge RC) an: 

DER, NER. 
Ferner ist nicht blos D(RW, R®) = R®, sondern auch 
D(R®, R®) = RW, 
d. h. R@ enthält alle Stellen von RW und keine anderen mehr. Der 
. Ableitungsproce[s bringt demnach an der Menge RU) keine Aenderung 
hervor. 

Wir schliefsen diese Erörterungen über Punktmengen mit der 
nunmehr einleuchtenden Bemerkung: Nimmt man aus dem Bereich der 
unbeschränkt veränderlichen Größse = &-+ in eine abgeschlossene 
Punktmenge heraus, von der kein Theil ein zweifach ausgedehntes 
Continuum bildet, so werden in dem Bereich ein oder mehrere Oon- 
tinua entstehen. 
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$ 16. Obere und untere Grenze unendlich vieler reeller 
Zahlengröfsen. 


Wir kommen jetzt zu neuen Begriffen, denen der oberen und un- 
teren Grenze unendlich vieler reeller positiver Zahlengrölsen x’, welche 
im Allgemeinen keine Fundamentalreihe constituiren sollen. 

Wir behaupten: Es gibt eine Zahlengröfse G, welche von den ge- 
gebenen Grölsen x an Gröfse nicht übertroffen wird und die Beschaffen- 
heit hat, dals entweder gewisse x’ gleich @ sind oder doch Gröfsen 
x’ innerhalb des beliebig kleinen Intervalles @ bis @ — Ö liegen. 
Sie heilst die obere Grenze. Die untere Grenze ist eine Grölse g der 
Beschaffenheit, dals keine der Grölsen x’ kleiner ist als g, aber 
Grölsen x’ existiren, welche in das beliebig kleine Intervall 9 bis 
9-6 fallen oder g gleich sind. 

Der Beweis für das Vorhandensein dieser Grenzen läfst sich leicht 
an den für die Häufungsstelle einer Punktmenge anknüpfen, doch 
ziehen wir vor, einige Modificationen in der Beweisführung eintreten zu 
lassen, die bei der Wichtigkeit dieser Art von Untersuchungen am 
Platze sein dürften. 

Wir setzen fest, dals alle Grölsen x’ endlich seien. Wenn sie 
somit nicht über eine angebbare Grölse hinausgehen, kann man in der 
Reihe rationaler Grölsen: 

DIE INN DE 


RW n 
wo n> 1 sein mag, ein erstes Glied en finden, welches gröfser ist 
als alle Gröfsen x’, dann. gibt es aber Gröfsen x’, die grölser oder 


wid REN! 
a, aber «= ed 


gleich nn sind. Ist niemals x’ > 


R HR: a : e 
ist De — die obere Grenze. Andernfalls sei in der weiteren Reihe: 
1 2 Mm 
I, en 
Fir das erste Glied, welches grölser ist als alle Größen x’. 

Es ist dann 


Zus. ie Mi m—1 
N = mw’ Mm > n? 


oder 


UN—N<U, HND>Dm—| 
und daher 
uUNn>u, Mel z ur a 


W Zn) 


Definirt man in derselben Weise die Grölsen: 


is ER Hm 


ae ma 
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für die dann die analogen Ungleichungen gelten: 


Kal 1 W, ya 
v—1 < v = al ’ 


N W 


und bildet die Gröfse: 
G W u u U; 


so ist diese die verlangte endliche obere Grenze. 


Bringt man @ auf die Form: 


u > Tl 
G a 77) i wa n. 


HH 


oder schreibt nach Weglassung der ersten v» — 1 Grölsen ae und 
N 
un. 


n* 


und beachtet die Ungleichungen: 
Nr — Wirı <n (k=v,v-+1,...), 
so wird die unter dem Summenzeichen stehende Grölse kleiner als 


en . Man kann darnach eine positive Gröfse h <1 so bestimmen, dals 
W 


Ww, 1 1 
a n” er 
N 
wird, folglich ist @ wirklich endlich, denn n war grölser als 1. 
Führt der beschriebene Procefs nicht zum Ende, so ist die durch 
unsere unendliche Reihe definirte Gröfse @ so beschaffen, dafs kein 
x’ gröfser ist als G und in dem Intervalle @ bis @ — d Zalılengrölsen 
% liegen. Wäre nämlich x’ > @, so gibt es auch ein Ö, für wel- 
ches noch 


x >G+6 

ist. Wählt man hierauf ein v, der Bedingung 

1 1 h N 
N en erer <o 

N 

entsprechend, so wird 

My 

G-+6> > 


doch weil gemäls der Definition von u, keine Grölsen x’ existiren, die 
gröfser sind als — , kann unsere Annahme nicht richtig sein und es 
W 


ist jedenfalls <> G. Da aber 
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M, 
Ww 


GR 


ist und man stets ein v entsprechend einer beliebig kleinen Grölse ö 
so bestimmen kann, dafs neben der letzten Ungleichung auch die fol- 
gende gilt: 


Be 


Mm 


— man hat ja nur or >06 zu machen — so gibt es in dem Intervall 
W 


von G bis @ — Ö Gröfsen x’, denn es existiren den Definitionen zu- 
Bu — 1 


v 


folge Grölsen =’ > 


N 
Sind unter den Gröfsen x’ solche, die grölser sind als eine be- 
liebig vorgegebene Grölse, so ist die obere Grenze G = o, und in 


jeder Umgebung der Unendlichkeitsstelle E <ö gibt es Grölsen x’. 


Zum Beweise benütze man die schon oben verwendete Transformation: 


ne x = 
In genau derselben Weise folgt die Existenz der unteren Grenze. Ent- 
hält die gegebene Grölsenmenge positive und negative Grölsen x’, so 
trenne man diese, suche die obere Grenze der positiven Grölsen und 
andrerseits die der absoluten Beträge der negativen Grölsen. Die 
letztere ist nach Aenderung des Zeichens die untere Greuze der ge- 
gebenen Grölsen. 

Es bedarf kaum der Erwähnung, dafs die Häufungsstellen unserer 
Punktmengen mit den hier bestimmten Grenzen einer unendlichen An- 
zahl von Zahlengröfsen zusammenfallen können, aber durchaus nicht 
übereinstimmen müssen, denn die Grenzen waren nicht dadurch defi- 
nirt, dafs in jeder Umgebung derselben unendlich viele, sondern über- 
haupt gegebene Grölsen liegen. 


S 17. Von reellen Variabeln abhängige stetig veränderliche Gröfsen. 


Der Begriff der oberen und unteren Grenze unendlich vieler 
reeller Zahlengrölsen wird dort von Wichtigkeit, wo wir einer mit 
einer oder mehreren unbeschränkt oder stetig veränderlichen Gröfsen 
in derartigem Zusammenhang stehenden Gröfse y begegnen, dafs jedem 
Werthe oder Werthsysteme der Variabeln (x resp. &,, &,... 2%), das 
einem continuirlichen Bereiche entnommen ist, ein oder mehrere be- 
stimmte Werthe der Gröfse y zugehören. Wir zeigen diese Abhängig- 
keit der Grölse y von x oder &,, &). . .%. durch die Schreibweise an: 


y=f(a) oder y=f(a,%,-..%), 


und lesen vorderhand nur, y ist eine von & oder &,, &,.. .%n ab- 
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hängige Grölse der genannten Art. Unter f(x’) oder f(a,', & -.. &,) 
verstehen wir dann die Werthe von y an der Stelle &’ oder (x). 

Es sei zunächst y eine von der reellen Variabeln x’ abhängige 
Grölse, die für jeden innerhalb des durch die Stellen € —=aundz —=b 
begrenzten Bereiches liegenden Werthes x’ einen bestimmten endlichen 
und reellen Werth y’ besitze, dann haben die unendlich vielen be- 
stimmten Werthe y’ eine obere und untere Grenze G und g, für die 
der folgende Satz gilt: 


Ist @ die obere Grenze derjenigen Werthe von y, welche den 
innerhalb des Intervalles von a bis b liegenden Werthen von x’ 
zugehören, so gibt es in diesem Intervalle mindestens eine Stelle 

®» x’= X der Beschaffenheit, dafs die obere Grenze der Werthe y, 
welche den in beliebig kleiner Umgebung von X liegenden x’ 
Werthen entsprechen, immer noch @ bleibt. 

Der Satz für die untere Grenze g lautet analog. Zum Beweise 
suche man wieder in der Reihe rationaler Gröfsen 


1 2 m 
a, ee: 
wo n>1 ist, zwei Grölsen & und Bi, welche das Intervall von 


a bis b einschlielsen, theile das so gewonnene neue Intervall in q gleiche 
Theile ab, dann gibt es in jedem derselben für die den x’ Werthen 
entsprechenden y Werthe eine obere Grenze und mindestens in einem 


ut! 
N 


ist diese obere Grenze gerade @. 


Intervalle etwa von > bis 


Durch die weitere Reihe 
1 2 ö m 
0% N? ? NT: 


ned 


Wet 1 


wird wieder mindestens ein Intervall etwa von 7 bleu m zutbe: 


stimmen sein, in welchem die den x’ Werthen zugeordneten y Werthe 
die obere Grenze @ besitzen. Es ist aber 


Wet] u Kurt! 
Mn = t a 1 


W ”W 
nu <m;tl, mw <nw-+ |] 
nm <<, u rIsSu tn 
KH Ur EI 

a ee mein 

d. h. das neue Intervall liegt ganz in dem ersten. 
In der Bildung neuer Intervalle gehe man in der angegebenen 
Weise weiter, so dafs stets 
o<w—vw-ı<n 


oder 


und deshalb 


I 
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bleibt, wie in dem Falle v—= 2." Erhält man niemals einen Werth 


= ‚ dem der Werth y= @ entspricht, so definirt der Ausdruck: 
= 
u u wu U: u 
ae een 
RR? Ha = Nu wre ae 
a 
oder 


u, < B,—% ra —1 
n? + 3 (>> er yPtr-t ) 
“«=1 
die verlangte Stelle X. Wegen der genannten Ungleichungen ist 
erstens . 


u 1 u u 1 
ae N ee 
und analog 
&, W, 1 
a N 
N 2 LUST 
N 


und zweitens wegen 


Wu —-vw—_ı <n—|1 
%r bes en 


m? —= N 


Ist hierauf eine beliebig kleine Grölse ö vorgelegt, und wählt man v 


[0 k 
” bis 
mw 


der Bedingung gemäls 20 so fällt das Intervall von 
NW 


u ; j : € 
Er ‚in welchem die y Werthe die obere Grenze @ haben, ganz in 
N 


die Umgebung ö der Stelle 2” = X oder innerhalb des Intervalles von 
X — 06 bis X + 6; also in der That ist die obere Grenze der y Werthe 
in beliebig kleiner Umgebung der Stelle «= X immer noch @. 

Ist der x’ = X entsprechende y-Werth genau gleich @, so heilst 
die obere Grenze das Maximum der Grölse y, und g heilst in dem 
analogen Falle das Minimum. 

Da die Grenzen unendlich vieler Gröfsen nicht zu diesen letzteren 
gehören müssen, ist nicht nothwendig, dals eine Grölse y den Maxi- 
mal- und Minimalwerth erreicht, wir können nur behaupten, dafs sie 
denselben beliebig nahe kommt. 

Nun ist auch der Satz verständlich: Wenn die Werthe y einer 
Grölse K beliebig nahe kommen, so existirt mindestens eine Stelle 
derart, dals in deren nächster Umgebung Stellen x’ liegen, denen der 
Gröfse K beliebig nahe kommende y-Werthe entsprechen. — 

Jetzt wollen wir Grölsen y namhaft machen, welche einem Werthe 
K und ihren Grenzen @ und g nicht blos beliebig nahe kommen, son- 
dern diese Werthe wirklich annehmen. 
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Existirt in dem Bereiche der Variabeln x ein solches Gebiet (4), 
dals nach Annahme einer beliebig kleinen Grölse ö für jede Stelle x, 
innerhalb (A) eine Umgebung r, anzugeben ist, die nur Stellen x’ 
umfalst, deren zugehörige Werthe y’ die Bedingung 

19° — Y| = fe’) —- Fla) |< 
erfüllen, so heilst y eine in dem Gebiete (A) von x abhängige, stetig 
veränderliche Gröfse. 

Ebenso heilst eine von » Variabeln &, ‚x, . . .%, abhängige Grölse 
y in einem continuirlichen Bereiche (A) stetig veränderlich, wenn nach 
Annahme einer beliebig kleinen positiven Grölse ö für jede Stelle (x®) 
innerhalb (A) eine solche Umgebung angegeben werden kann, dals für 
alle Stellen (2) dieser Umgebung der absolute Betrag 

aD, 20.2 .20) — FD, 2. 0) < 
wird. 

Ist nun y eine für jeden Werth x eines Intervalles (A) der (wieder 
reellen) Variabeln stetig veränderliche, endliche Gröfse, die für alle 
Werthe einschliefslich der Grenzstellen des Bereiches 

G=a=b=a-+td) 
definirt ist, so erreicht y für einen bestimmten Werth X die obere 
Grenze G. 

Theilt man das Intervali in der früheren Weise ab, und nennt 

die Endpunkte der aufeinanderfolgenden Intervalle 
DD ka bes en Di 

so kommt man entweder auf eine Stelle, bei welcher der Werth von 
y gleich @ ist, und dann ist die Behauptung erwiesen, oder der Thei- 
lungsprocels ist unbegrenzt fortsetzbar. Dann definiren die Grenz- 
stellen der Punktmengen: 

GE ee 

DU ee 
eine Stelle X und für diese ist f(X)=@G. Wäre nämlich f(X) um 
eine endliche Grölse k von @ verschieden, also 

[X)=-@—k, 
so könnte y an der Stelle X nicht stetig sein. *) 

In der That kann man für die stetig veränderliche Grölse y nach 
Annahme einer beliebig kleinen Grölse Ö eine Umgebung der Stelle X 
so ausfindig machen, dals für jede Stelle dieser Umgebung 


«=X—-8, 0 =-X45 
fe) - FR] <0 
wird. In das Intervall von X — & bis X +5 fällt aber ein Intervall 


*) Vergleiche Serretl. c. 
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von a, bis b, und zu diesem gehören y Werthe, die von @ beliebig 
wenig abweichen. Setzt man also 
Te)=G-8, 

wo & beliebig klein ist, so mufs auch 

ae a) 02 2 Ka) een 
sein, und das ist unmöglich, wenn Ö und & beliebig klein sind. Man 
mufs k = 0 setzen und damit folgt 
d. h. die innerhalb eines Intervalle von <= a bis x = b einschlie[s- 
lich dieser Grenzen stetige und endliche Gröfse y erreicht die obere 
Grenze, sie hat ein Maximum und ebenso eın Minimum. 

Besitzt ferner y an den innerhalb des Intervalles liegenden Stellen 
x, und x, die bestimmten (endlichen) Werthe f(x,) und f(x,), so kann 
man in gleicher Weise zeigen, dafs y für die innerhalb des Theilbe- 
reiches von x, bis x, gelegenen Stellen jeden Werth annimmt, der 
zwischen f(&,) und f(z,) gelegen ist. 

Die stetig veränderliche Grölse y = f(&) überspringt Genesch 
keinen anal ihres Werthbereiches liegenden Werth, sie ist con- 
tinwirlich. 

Dieselben Betrachtungen lassen sich durchführen, wenn man eine 
Gröfse y mit n reellen Veränderlichen &,, %,...%, so verbunden 
denkt, dafs jeder Stelle eines zusammenhängenden Bereiches der nfach 
ausgedehnten Mannichfaltigkeit (einschlielslich der Grenzen) bestimmte 
reelle Werthe von y zugehören. 

Diese Werthe haben eine obere und untere Grenze. Im Innern 
oder auf der Begrenzung des genannten Bereiches der Variabeln gibt 
es eine Stelle (w) derart, dafs die Werthe von y, welche den Stellen 
aus einer beliebig kleinen Umgebung von (a) zugehören, der oberen 
Grenze beliebig nahe kommen, und diese Grenze wird erreicht, wenn 
y eine stetig veränderliche Grölse ist. — 

Indem wir bemerken, dals die in einem Intervall der reellen Va- 
riablen & endliche reelle und stetig veränderliche Grölse y= f(x) an 
einer Stelle x’ des Intervalles denjenigen Werth hat, welcher die 
Grenze der (den nach #° convergirenden Variabelnwerthen zugehörigen) 
y Werthe bildet, und umgekehrt eine Grölse y in einem Intervalle dann 
stetig zu nennen ist, wenn sie diese Eigenschaft hat, weil man nach 
Annahme einer Gröfse 6’ stets eine Umgebung von x’ so finden kann, 
dafs für alle Stellen & derselben 

a) @)l < 8’ 
wird und die genannte Umgebung nach Wahl einer Gröfse ö auch so 
zu bestimmen ist, dafs für jedes x” des ganzen Intervalles dieselbe 
Ungleichung besteht: 


Veränderliche Gröfsen, Gröfsenmengen. 83 


fa) - fe) < 9, 
so folgt leicht der nachstehende Satz: 


Wenn die Werthe einer von x abhängigen rellen stets posi- 
tiven Grölse y bei zunehmendem positiven x selbst wachsen oder 
abnehmen und in der einfach unendlichen Mannichfaltigkeit einen 
von den Stellen A und B begrenzten continuirlichen Bereich con- 
stituiren, so ist y stetig veränderlich. 

Es nehme y mit x zu und x, und x, seien zwei Werthe von x, denen 
y, und y, zugehören; ferner sei x, < x, und deshalb y, <y,. Be- 
zeichnet dann x’ einen in dem Intervall von x, bis ©, liegenden Werth, 
so wird das zugehörige y’ zwischen y, und %, liegen. Umgekehrt ge- 
hört der zwischen y, und y, liegende y-Werth zu einem Werthe & 
des Bereiches mit den Grenzstellen x, und &,. — y, und 4%, bilden 
deshalb die untere und obere Grenze der Werthe y für £ > x, resp. 
% <&,, d.h. y, ist die Grenze der Werthe y, wenn das in dem Inter- 
valle von z, bis x, liegende x nach der Stelle x, convergirt und y, 
die Grenze der Werthe y, wenn x nach &, convergirt, aber dann hat 
y an einer beliebigen Stelle x, des Bereiches von x denjenigen Werth 
Yo, für welchen |y — y,| zugleich mit |x — x,| unendlich klein wird, 
denn wie nahe an y, auch y= y, gewählt werde, es gibt unter den 
zu den Stellen der Umgebung von x, gehörigen y-Werthen stets einen 
mit y, zusammenfallenden oder zwischen y, und y, gelegenen Werth. 
Darnach ist y auch stetig veränderlich. — 

Daran schlielsen wir endlich eine Untersuchung über die von einer 
stetig veränderlichen complexen Grölse x abhängige stetig veränder- 
liche Gröfse y= f(x). 

Wir sagen: y ist @ın der Umgebung einer Stelle x, stetig verän- 
derlich, wenn nach Angabe einer beliebig kleinen Grölse d, eine solche 
Umgebung gefunden werden kann, dals für jede Stelle x’ derselben 

fa) = Fa) |< do. 

Ist bierauf y in einem continuirlichen, zweifach ausgedehnten Be- 
reiche (A) definirt und wissen wir, dals sie in der Umgebung jeder 
Stelle z,, die im Innern oder auf der Grenze eines dem Continuum 
(A) angehörigen endlichen Bereiches (A’) liegt, stetig veränderlich ist, 
so lälst sich zeigen, dafs y auch in dem ganzen Bereiche (A’) stetig 
ist, d.h. man kann nach Annahme einer Grölse ö für jede Stelle =, 
eine solehe Umgebung ermitteln, dafs für alle Stellen derselben 


If) — fia)| < 0 
wird. 


Erinnern wir uns, auf welche Weise ein zusammenhängender Be- 
reich (A) definirt war, so können wir die folgenden Erwägungen an- 


stellen: Sind a und b zwei Stellen innerhalb des Bereiches (A), von 
6* 


84 Zweites Capitel. I. Abschnitt. 


denen b in der Umgebung R der Stelle « liegt, und ist R der Radius 
der bis an eine Stelle der Begrenzung von (A) hinanreichenden, dem 
Bereiche (A) angehörigen Umgebung von a, und bezeichnet d den 
absoluten Betrag |b— a|, d. h. den Abstand der beiden Stellen, 
so kann der Radius R, der bis an eine Stelle der Begrenzung von (A) 
hinanreichenden und (A) angehörigen Umgebung von b nicht kleiner 


sein als R—d. It d< I und darnach R, > = so liegt a wieder 


in der Umgebung R, von b. Es muls umgekehrt 
R>R-d 
sein und es folgt, dals die Grölse R, zwischen den Grenzen 
R,—d und R+d 
liegt. *) 

Beachten wir jetzt, dafs sich der Radius R der bis an eine Stelle 
der Begrenzung von (A) hinanreichenden und dem Bereiche (A) an- 
gehörigen Umgebung einer Stelle a dieses Bereiches bei stetiger Än- 
derung von «a selbst stetig ändert — wie die letzten Sätze leicht er- 
kennen lassen — , so folgt, dafs die untere Grenze R, derjenigen 
Werthe R, welche der Halbmesser für die innerhalb und auf der Be- 
grenzung von (A’) liegenden Stellen annehmen kann, mindestens an 
einer Stelle erreicht wird und R, nicht Null sein kann. Theilen wir 
den Bereich (A) so in eine endliche Anzahl von Bereichen, dafs der 
Abstand irgend zweier einem Theilbereich entnommenen Stellen kleiner 
ist als R,, so liegt jeder Theilbereich in der Umgebung R, einer in 
demselben willkürlich gewählten Stelle x”. 

Die an jeder Stelle von (A’) stetig veränderliche Gröfse y ist auch 
in dem ganzen Bereich stetig, denn nach Angabe einer Grölse ö genügt 
offenbar ein endlicher Theilungsprocels an den gewonnenen Bereichen 
zur Herstellung neuer, für die |f(x) — f(&,)| < d wird. Würde nämlich 
nur eine unendliche Anzahl neuer Theilungen zum Ziele führen können, 
so mülste der schliefsliche Bereich um eine Stelle x, kleiner werden 
als jeder beliebig kleine Bereich. Nun war aber vorausgesetzt, dals 
sich eine ndliche, wenn auch noch so kleine Umgebung von x, finden 
lälst, wo | f(x) — f(&,)| < d,, und darum ist unsere Behauptung er- 
wiesen. 


*) Weierstrafs, Abhandlungen aus der Functionenlehre S$. 72. 
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Rationale ganze und gebrochene Funetionen einer und mehrerer 
Variabeln. 


S 18. Rationale ganze Functionen einer Variabeln. 


Nach diesen Vorbereitungen, durch die der Begriff der veränder- 
lichen Gröfse festgestellt wurde, gehen wir zu den schon oben defi- 
nirten algebraischen Functionen zurück, von denen uns zunächst die 
rationale ganze Function einer unbeschränkt veränderlichen (complexen) 
Gröfse & beschäftigen soll. 

Ordnen wir diese ganze Function nach den ganzzahligen Potenzen 
der Variabeln, so erhält sie die Gestalt 


HR art: - + m-ıE 4 An: 


Sie ist eine für jeden endlichen Werth der Variabeln bestimmte Grölse 
y, die wir wieder mit f(x) bezeichnen. Die Variable heilst das Ar- 
gument der Function und nach dem höchsten Potenzexponenten n des 
Argumentes nennt man die Function vom n’”* Grade, so dals die ganze 
Function nullten Grades eine Constante ist und die ganze Function 
ersten Grades (oder die lineare Function) die Form a,@ + a, erhält. 

Die Beschaffenheit der ganzen Function irgend eines Grades, 
welcher zufolge der Entstehung der Function durch eine endliche An- 
zahl arıthmetischer Operationen endlich sein muls, werden wir beur- 
theilen können, wenn wir die Frage, ob und für welche Werthe des 
Argumentes die ganze Function einen bestimmt vorgegebenen Werth 
a annimmt, zu beantworten im Stande sind. Die erste Frage, ob 
y= f(x) einen bestimmten Werth annehmen kann, werden wir dahin 
specialisiren, dals wir für den Werth a die Null wählen, denn die 
Bestimmung von Werthen x, welche der Gleichung f(x) = «a ge- 
nügen, kommt auf die Ermittelung derjenigen Werthe zurück, welche 
die ganze Function f(x) —a zu Null machen. Es ist also nachzu- 
sehen, ob jede ganze Function für gewisse Werthe des Argumentes 
verschwindet, dann nimmt sie auch jeden endlichen Werth a an. 

Es wird aber ferner zu untersuchen sein, ob die ganze Function 
f(x) eine stetig veränderliche Gröfse ist, und ob einem Continuum 
von & Werthen ein Uontinuum von Werthen y entspricht. 

Wir nehmen vorerst an, dafs Zahlengrölsen existiren, für welche 
f(z) verschwindet — sie heilsen Nullstellen von f(x) oder Wurzeln 
der Gleichung f(x) =0 — und stellen die Beziehungen derselben zu 
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der ganzen Funetion fest, schicken aber noch folgende Definition 
voraus: Wenn sich f(x) als Product zweier ganzer Functionen von % 
darstellen läfst, so heist jeder Factor ein algebraischer Thheiler von f(x). 
Darnach ist jede ganze Function nullten Grades Theiler jeder 
ganzen Function, denn der Quotient von f(x) und einer Constanten 
ist wieder eine ganze Function. Von diesem Theiler sehen wir ab, 
gerade wie wir bei den ganzen Zahlen den selbstverständlichen Theiler 
Eins aulser Acht gelassen, d.h. nicht als Theiler bezeichnet haben. 
Wenn. die Function f(x) den Theiler ersten Grades ag + «a, be- 
sitzt, verschwindet f(x) für die Wurzel der Gleichung && + & =. 
Die letzte Gleichung hat nur eine Wurzel x, = ——, denn wäre 
vu ty =0 und wu +, =(, i 
so mülste das Product @,(&, —x,') verschwinden, ohne dafs ein Factor 
Null wäre, 
Bringt man @,@ + «, auf die Form «, (@ — x,), so ist auch diese 
Function ein Theiler von f(x), und offenbar f(2,)= (0. 
Wenn umgekehrt die Gleichung f(x) =0 die Wurzel = x, be- 
sitzt, so ist f(x) durch x — x, theilbar. 
Setzt man an Stelle der Variabeln x irgend eine andere y und 
bildet die Formel 
fa) = nl -yP)tra@ ty) tm N), 
so ıst x — y ein Factor von a ZIW). denn in 
ar n—1 
a1) = N ++ tat] 
+ auf die Form 
2A oe2yt.. top typ 
bringen, wenn nur % von x verschieden ist, was festgesetzt werden 
mag. Ertheilt man nach dieser Umgestaltung, durch welche f(x) —f(y) 
die Form («— Y).9,(&%,) erhält, worin 9, (x, y) eine ganze Function 
von x und % bezeichnet, y den Werth x,, so entsteht die Formel 
fe) = (@— 2). 9%, 2). 
Da 9, (x, 2,) eine ganze Function von & ist, so ist die verlangte Dar- 
stellung von f(x) als Product zweier Theiler erwiesen. 
Der Grad von 9,(2, &,) ist der (n—1)! und x”-! hat den Üoef- 
ficienten a,. Besitzt die Gleichung f(x)=0 noch eine zweite von x, 
verschiedene Wurzel x,, so muls in 


Fi) = (a9 — %). 91 (%o, %ı) 
nothwendig 9, (2,, &,) verschwinden. Dann läfst die ganze Function 
von © 9,(&,x,) eine Zerlegung in das Product von («—%,) und einer 
ganzen Function 9, (X, %,,%,) zu, und es wird 


lälst sich jeder Ausdruck ax 


Rationale ganze u. gebr. Functionen einer u. mehrerer Variabeln. 87 


(0) = (® — %) (© — %,) 9, (8, 2,2). 
Man überzeugt sich leicht, dafs p,(x, x,, %,) als Funetion von x vom 
(n— 2)!“ Grade ist und die Potenz x°”2 wiederum den Coeffieienten 
a, aufweist. 

Man zeigt durch „den Schluls von v auf v + 1%, dals dieser Be- 
weisgang fortzusetzen ist, d.h. angenommen, die Gleichung f(x) = 0 
habe v» Wurzeln z,, &5,...%, und dieser entspreche eine Darstellung 

f(«) = (@ u) (—2,) Pe 2 %,).Pr(®, Uylgıe.. %,); 
wo 9, eine ganze Function (n—v)!® Grades ist, in der der Coefficient 
der höchsten Potenz «a, ist, so gibt es in dem Falle einer (v + 1)te 
Wurzel x,+ı eine Zerlegung 
f(x) = (a — 2) (#25) ...(a— 2%) (&—Drt1) Prti(&y 8) %, Dot), 
wo die nach abnehmenden Potenzen geordnete ganze Function von x 
9,11 mit dem Gliede a,x”—"+D beginnt. 
In der That soll 
Mar4) = (Br — 2) &rtı — 2). (Br ar) Prllor, 2, 0a)... r) 
verschwinden, so muls 9,(2%, &, %,-..%,) für =%,4 Null sein und 
kann darum in das Product von (£— x,) und einer ganzen Function 
des Argumentes x 9,41(%, %, %a,...%,}1) zerlegt werden. Das An- 
fangsglied wird das bezeichnete. 

Indem aus der Annahme, dals die in Rede stehende Zerlegung 
von f(x) im Falle von v Wurzeln gilt, die gleichartige Zerlegung bei 
v + 1 Wurzeln gefolgert werden kann, gilt dieselbe, welches auch 
die Anzahl der Wurzeln ist, denn die Darstellungen 

f(@) = @—2%).9, (8, 2) = (2) (9). 928, %, ©) 
wurden bewiesen; nur kann nicht angenommen werden, dals die An- 
zahl der Wurzeln einer Gleichung n!“" Grades grölser als n sei. Falls 
v=n gesetzt wird, ist 

f (8) = («— 2) (@— 23)... (@— En). Pn (&, %, 82,» &n) 
und die ganze Function 9, besitzt das Anfangsglied a,2””” = a, 
— a,. Besäßse die Gleichung f(x) =(0 noch eine von den früheren 
verschiedene Wurzel %,+ı, so mülste 9, = a, verschwinden und es 
entspränge eine ganze Function 

UWz -r Bat + a re Un; 
die für n Werthe z,, &,,...%, verschwindet. Zerlegen wir dieselbe 
in das Product 
ul — u) — 9%)... (2 — &n-ı): 
so wird ersichtlich, dafs dieses nur für = x, Null sein kann, wenn 
a, Null ist, nnd die ganze Funetion 


0? Ha 3 4 + m 
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muls nun noch für die na — 1 Werthe &,, &,...%-ı verschwinden. 
Es folgt wieder «4, =0, und indem man durch den Schluls von n auf 
9-1 fortgeht, erfährt man, dafs alle Coefficienten von f(x) Null 
sein müssen, wenn die Gleichung f(x) =0 (n + 1) Wurzeln haben 
soll. Demnach kann eine algebraische Gleichung n’”" Grades f(x) = 0 
nicht mehr als n. Wwrzeln besitzen, und verschwindet eine ganze 
Function n!® Grades für n + 1 von einander verschiedene Werthe 
des Argumentes, so sind sämmtliche Coefficienten der Function Null 
und f(x) = 0 ist für jeden Werth « erfüllt. 

Der zweite dieser Sätze soll eine wichtige Verwendung finden, 
indem wir zeigen, dals die Coefficienten gleich hoher Potenzen zweier 
für beliebige Variabelnwerthe übereinstimmende ganze Functionen 
einander gleich sein müssen. 

Die beiden Functionen seien von dem n!“" resp, m!® Grade und 
es sein>m, etwan=m-- v; sie heilsen 

fÜ)= mr tritt + mit An 
ga) = bh" + br. + dm + bin» 
Dann soll der Voraussetzung gemäfs die ganze Function n!e" Grades: 
fl) — 9) = yo" + a, +. +1 TODd-+ (a, —b,)ar 
+ (a4 —b,)ar PD L... + (an — bu) 
für beliebige also auch für (a + 1) bestimmte aber von einander ver- 
schiedene Werthe der Variabeln verschwinden. Dazu muls 
ey =hfÜ1mt0, u b—=0, 
Held, dt 
sein und der Satz leuchtet ein. 

Ist von zwei ganzen Functionen keine von höherem als dem zen 
Grade, so kann man auch sagen: Diese Functionen sind identisch 
gleich, wenn sie für (n + 1) Argumentswerthe dieselben Werthe an- 
nehmen. 

Ferner besteht der Satz: Lälst sich eine ganze Function in das 
Product zweier oder mehrerer ganzer Functionen zerlegen, so ist die 
Summe der Gradzahlen der Faetoren gleich dem Grade der gegebenen 
Function und die Üoeffiecienten gleichnamiger Potenzen der ursprüng- 
lichen Function und des Productes sind gleich. | 

Die unter der Voraussetzung, dals eine Gleichung »!%® Grades 
f(«)=0 n Wurzeln habe, gewonnene Darstellung der ganzen Function 
f(x) durch das Product von n Factoren ersten Grades und dem Üoef- 
ficienten der höchsten Potenz =”; 


IK), ==20, Ile — &,) 


N! 


kaun man offenbar auch aus der Annahme ableiten, dafs jede Glei- 
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chung mindesteus eine Wurzel besitze. Wie man aber auch die Zer- 
legung in Factoren ersten Grades ausführen mag, sie ist nur auf eine 
Weise möglich, wenn sie überhaupt existirt. 

Ist nämlich auch 


fo) = I Io»: - »,, 


VE 


wo p, und q, Constanten bezeichnen, so mufs vor Allem 


Gy = PıPa Pr 
sein, und wenn a, nicht verschwindet, darf keine der Grölsen p, Null 
sein. Setzt man nunmehr 


f@) = Ile = =) ’ 


vi 


so verschwindet f(x) nicht blos an den Stellen r a er 


v 


sondern auch an den Stellen &,,%,,...%„. Diese Werthereihen müssen 
nach den früheren Sätzen übereinstimmen. 

Nennen wir Primfactor eine ganze Function ersten Grades, welche 
nur für einen Werth der Variabeln verschwindet oder nur eine Null- 
stelle hat, so können wir das dem Satze: Eine zusammengesetzte Zahl 
kann nur auf eine einzige Art in das Product von Primzahlen zerlegt 
werden, analoge 'Theorem für die ganze Function folgendermalsen aus- 
sprechen: 


Eine ganze Function kann höchstens auf eine Art in das Pro- 
duct von Primfactoren zerlegt werden. 


Bei dieser Zerlegung können einige Primfactoren öfter auftreten, dann 
erhält f(x) die Form 
fi) = a,(& — 2)" (@—- 0,8... (2 m)", 
wo die ganzen Zahlen %,,%,,...N. die Summe n besitzen. Hier heilst 
%u eine n„-fache Nullstelle der Function f(x), denn n„ Wurzeln der 
Gleichung f(x) = 0 sind gleich x. 
Aus der angenommenen Zerlegung der ganzen Function 


n 


io) = «|| «- ») 


vi 
geht hervor, dals man die Coeflicienten der Function = f(x) durch 
{) 


ganze rationale Ausdrücke in den Wurzeln &,, %,:..% darstellen 
kann. Die Ausführung der Multiplication und der Vergleich der Üo- 


efficienten gleichnamiger Potenzen in - f(x) und | [« — x,) ergibt 
2 1 
die Beziehungen: 
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n 
[77 > 
Ben — %y 
do 


a | 
ee 
—— Yu Y% 7 
a - v hy 
v v 
Ü 
{ a 
E = (— 102 ANNE 00.0 KL, 
Ü) 
ge „cu) 
[47 
Rn 
—_ = Wa2...&n, 
() 


wo die w-fache Summe in dem Ausdruck für = über alle Producte 
1) 


von je w verschiedenen der n Elemente z,, &,,...%,, oder wie man 
sagt über alle Combinationen u!“ Classe auszudehnen ist.*) Die An- 
zahl solcher Verbindungen ist bekanntlich gleich: 


ums BZ u u) 
ande. 


oder, wenn man für das Product 1.2.3... m das Zeichen m! einführt 
(gelesen m Facultät), gleich: 
n! 
Will man diese Bezeichnung auch in dem Falle benützen, wo u=n 
ist, so muls man (n — n)!=1 festsetzen. 
Man sieht jetzt, dals eine ganze Function n!“ Grades der Form 


ya) = ar Ham mE + 
unzweideutig zu bestimmen ist, wenn festgesetzt wird, dafs p (x) die 
Nullstellen &,, &,...8, besitze. Die Coefficienten «, sind die ange- 
gebenen Ausdrücke: 


er 27 r...bw (u—=1,2...n). 


la) 

Sind allgemein die Werthe angegeben, welche eine ganze Func- 
tion n!“ Grades für n + 1 bestimmte Argumentwerthe annimmt, so 
ist die ganze Function auch vollkommen bestimmt, denn man kann 
ihre Coefficienten nach einer endlichen Anzahl von Rechnungsopera- 
tionen finden. 

In der That: sind die den Werthen = $,, &,... &n.rı Zugeord- 
neten Functionswerthe Ä 

N» Na ++ Nn+i> 


*) Zum Beweise wende man den Schlufs von n auf n--1 an. 
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so ist 
+1 


(5) @ 8)... (@— ee 8&,11)»- . (& hr) 

En 2 8) @,-5).. ve ed Eu N) 
diejenige ganze Function nie" Grades von x, welche an den bezeich- 
neten Stellen 8, die vorgegebenen Werthe 7, erhält, denn in der vor- 
stehenden Summe ist der Factor von n, für = &, gleich Eins und 
der Factor von n, verschwindet an dieser Sielle. 

Diese Formel heifst die Lagrange’sche Interpolationsformel. 

Diejenige ganze Function n'“" Grades, welche die n-fache Null- 
stelle 8 besitzt und für z==0 den Werth n = (— 1)” &* annimmt, 
erhält nun die Gestalt 

BoR 22%, 


sie ist die n!® Potenz eines Binoms (x — &), die wir mit Hilfe der 
obigen Ausdrücke für die Coefficienten der ganzen Function nach Po- 
tenzen von x ordnen können. 

Setzt man in diesen Ausdrücken , =, =...=1,=E£, so wird 


. a, 
a ET &* und speciell a (— 1)r Er. 


Da ae f(0) = a. den Werth (— 1)"&* haben soll, ist , = 1. 
Bezeichnet man die Zahlencoefficienten 


1 a 
en mit ( h ) oder Nu, 
. mit ( 0 ) oder n, *), 


so wird 


(x 3 2 en (6) zn — (6 ee +6 er — 
a En nl 
und nach Vertauschung von 8 mit —8 entsteht die Formel 


3) us Eu a () En, 


Mit Hilfe dieser Darstellung der nt" Potenz eines Binoms oder des 
sogenannten binomischen Lehrsatzes, den man unabhängig von der 


*) Für die zufolge ihrer Definition durch 


nn —1)... mn —u-+t1) 
so 
das einfache Gesetz 


()=(62,) de mm G)=-()=1 


gilt. 
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Zerlegung der ganzen Function in ein Product von Primfactoren durch 
den Schluls von n auf n + 1 beweisen kann, wollen wir jetzt den 
Werth von f(& + h) bestimmen, wenn 
far tat 4m 
gegeben ist. 
Es wird offenbar: 


f(@ + h) EN Jar + % ee 7) a 


MEN) 


ar en "arrmun + RSS: E= @ ER a nr! 


und wenn man die Summe nach Potenzen von x ordnet: 


fia+ De War lt arte 


v=U 


Ai (" = A) Bee ee (5) aa 


Wir schreiben den Üoefficienten von x’ in der entwickelten Form: 


all n—1)--n—v-+1)a,# + (n—1).(n —-2)- n-v)ah"--+-- 
U AR a a a a Zn 
+ v! an-»Y h 
bezeichnen diese ganze Function von h mit - f” (h) und bemerken, 
dals f"(h) aus der Function 
frtM)=nkn —1)...n —v +2) amt 
+ nr —- (rn —2)...n —-v+l)ah”-+- 
+ (n— u) n—u+1l)...(n— u—v+2)a, het 4... 
+v!m,h+ (vr — Y!a-ı 
hervorgeht, wenn man an Stelle jeder Potenz bh" mh”! und an Stelle 
von h, Null setzt. 
Man nennt f"(h) die v!® Ableitung der Function f(h), indem auch 
die erste dieser Functionen / 
ff!’ =naM"t+n — Dam ?+:::+2mah-+ an-ı 
nach derselben Regel aus f(h) entspringt. 
Die v!® Ableitung ist offenbar die u von fF=®(h), und die 
(n + 1)'° und jede folgende Ableitung der ganzen Function ne Gra- 
des f(h) ist Null, denn es gilt die Formel: 
f®@(h)=n!a,. 
Führt man die neu definirten Functionen in den letzten Ausdruck für 
f(2-+ h) ein, so erhält man die Darstellung 
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fat) = HOW E HOME ++ fo) 


oder nach Vertauschung der Buchstaben x und h 


h REN: 1 
fa+n) = fa Hat ++ + 
Setzt man an Stelle von x den Werth &,, für den Werth = — x, 
ein, so folgt die Formel 


fo) Fa) HOT HR + +0) 
die ersichtlich macht, dafs eine ganze n‘® Grades ai al 
kommen bestimmt ist, sobald man ihren Werth und den ihrer n Ab- 
leitungen f(x) an einer Stelle x, kennt. 

Beachtet man, dafs eine ganze Function nt" Grades ohne ein 
von & freies Glied 

ga) = Mm-ı + ma? +4 mM 
in der Umgebung der Stelle &—=0 stetig veränderlich ist, indem nach 
Fixirung einer positiven Gröfse «, die grölser ist als jeder der abso- 
luten Beträge |«,|, 1 |ojeH 
Isa) < ala] 

wird und nun nach Annahme einer kleinen positiven Grölse 
öd eine Grölse e so bestimmt werden kann, dafs für jede Stelle der 
durch die Bedingung |x| < oe definirten Umgebung von Null, 


(% — ee, 


a a gas 


so erhellt leicht, dals eine beliebige ganze Function f(x) in der Um- 
gebung jeder cn Stelle x, stetig ist. 

Man kann nämlich nach Araaber einer Gröfse Ö eine Umgebung 
o dieser Stelle so finden, dals der absolute Betrag 


Mo) ra) = |) Ze Ha) EZ +. +) 


für jede Stelle x dieser Umgebung kleiner wird als d. Dazu en nur 
nothwendig, dafs man eine positive Grölse « angeben kann, die grölser 
ist als jeder der absoluten Beträge |f”(x,)|, und das wird wieder mög- 
lich sein, wenn keiner der Coefficienten a, von f(x) und |z,| nicht 
unendlich ist. 

Darnach ist die ganze Function (mit endlichen Coefficienten) an 
jeder Stelle des endlichen Bereiches der Variabeln und auch in dem 
ganzen endlichen Dereiche stetig. 

Wenn damit auch festgestellt ist, dafs die ganze Funetion in hin- 
reichend kleiner Umgebung einer Stelle x, nur Werthe annimmt, deren 
paarweis gebildete Differenz dem absoluten Betrage nach beliebig klein 
ist, so wissen wir noch nicht, ob die Function continuirlich ist, d.h. 
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es ist noch nicht nachgewiesen, dafs y — f(x) jeden Werth, der in 
der nächsten Umgebung einer Stelle y, =f(x,) liegt, bei unendlich 
kleinen Änderungen der Variabeln annimmt: — 

Um der Frage nach der Continuität näher zu kommen, wollen 
wir uns vorerst über die Frage nach den Nullstellen der ganzen Func- 
tion orientiren und. stellen zunächst die folgenden Betrachtungen an: 

Es bestehen die Sätze: *) z 

1) Für den absoluten Betrag |x| = & kann man einen Werth r 
so angeben, dals für alle der Bedingung |x| > r genügenden Werthe 
der Variabeln der absolute Betrag einer ganzen Function f(x) grölser 
wird als eine vorgegebene Grölse g. Es sei 

fa) = par Hai Hm 
1 


a % 1 u | 
— a4 er Be 


un) 


dann wird 
1 


Le get 


D 


als Imw#*|- 
Bezeichnet man den grölsten Werth unter den absoluten Beträgen 


mit &@, so liegt der absolute Betrag von f(x) für diejenigen & 


% 
Werthe, deren Betrag |x| = & ist, wegen der Ungleichung 
1 1 1 1 & & 
Abe re ee 
5 


zwischen den Grölsen: 


rl) md lalerlı +): 


Macht man hierauf dadurch kleiner oder gleich der beliebig klei- 


& 
E—1 
nen positiven Grölse ö, dafs man 


a1 = & > %° 


setzt, so liegt der besagte absolute Betrag von f(x) zwischen den 
Werthen 


la,|&*(1 — 6) und Ja,|&(1 + 8). 
Wählt man schliefslich || = r noch der Bedingung 
url —0)>g 
entsprechend, so wird |f(x)| für alle x, deren Betrag |x| > r ist, auch 
. grölser als g. 
2) Für ein x, dessen absoluter Betrag grölser ist als jede angeb- 
bare Gröfse, wird ferner |f(x)| wegen der Ungleichung 


If@)| > as a) (l — 8) 


unendlich grols. 
*) Vergl. Serret, Höhere Algebra Bd.1., 
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3) Es leuchtet auch ein, dafs man der Variabeln x stets Werthe 
geben kann, für die der absolute Betrag desjenigen Gliedes der gan- 
zen Function, welches die höchste Potenz von x enthält, den abso- 
luten Betrag der Summe der übrigen Glieder übertrifft. 

4) Ist andrerseits eine an der Stelle = verschwindende ganze 
Function gegeben 


9a) = my" + ai +... 4 0m EM 
In 
= (len (1 een + RR + 2 am), 
Um a 


so kann man solche Variabeinwerthe x finden, dafs der absolute Be- 
trag des Gliedes a„x” mit der niedrigsten Potenz grölser wird als der 
absolute Betrag der Summe der übrigen Glieder. 


Bezeichnet nämlich « den grölsten unter den Werthen 
ist für jeden Werth |x| <1 


m 


Am-ı% Am—2 x” do a & | %c | 
Zn er 
Bedeutet dann Ö eine beliebig kleine Gröfse und wählt man 
0) 
ee 
so wird 
a|x)| N 
a 


und nun liegt |g9(z)| zwischen den Werthen 
lama”| (1 — 6) und |ama"| (1 +6), 
woraus die genannte Behauptung hervorgeht. 

5) Dem ersten Satze steht der folgende gegenüber: Ist f(x) eine 
ganze Function, deren absoluter Betrag nicht verschwindet, wenn man 
x% den bestimmten Werth x, beilegt, so kann man in beliebig kleiner 
Umgebung von x, Stellen = x, + h ermitteln, so dals 


fa +mMl<If@)l-*) 


Es war 
fat = IH + +) 


doch der Allgemeinheit wegen setzen wir fest, dals einige der Ablei- 
tungen von f(x) und zwar die ersten v—1 verschwinden, dann ist 


» h’ h” 
fa + = re) +++ 
und hierin f(«,) von Null verschieden, da |f(x)| nicht verschwinden 
sollte, wenn = x, gesetzt wird. 


*) Serret l.c. 3 43, 
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Bezeichnet man die endlichen Gröflsen: 


(1) 
a mit re wev,v+l,...n), 


so entsteht die Formel i 
ED HH) + + lan t ibn) 
1 


und daneben ist: 
FRE = 114 Hi) + + le Hi]. 
Es fragt sich nur, ob man h so wählen kann, dals die rechte Seite 
kleiner als 1 wird. In dem Falle eines negativen «, kann man gewils 
einen positiven reellen Werth von h finden, so dals in 
Me +R| - yaraa Er Fa hr + A 

der absolute Betrag des negativen Gliedes 2«,h”’ den der Summe aller 
übrigen unter dem Wurzelzeichen stehenden Glieder, welche h Po- 
tenzen enthalten, übertrifft, und dann wird in der That 


fa + ml <If@)l- 


In den Fällen 
Da: u =), Bl: Bl, Be Ur 
läfst sich der aufgestellte Satz beweisen, wenn man der Reihe nach Grölsen 
h von beliebig kleinem absoluten Betrage finden kann, für die A” reell 
und negativ, oder A’ rein imaginär und positiv respective negativ aus- 
fällt, denn dann sind wir auf den schon behandelten Fall zurück- 
geführt. *) 
Versteht man unter © eine positive reelle Grölse und setzt 
h=@©k, 

so muls man nunmehr fragen, ob man Grölsen k angeben kann, für 
welche 

Ki — 1] oder Mer roder, RP 
ist. Ist v zunächst eine ungerade Zahl 2u + 1, so sind 

1, (li, Duo) 

Zahlengröfsen der verlangten Art; ist aber v eine gerade Zahl 2*(2u-H1), 
so suche man in den Gleichungen 


(Mrpurı — 1, 
erst Werthe für %?”, deren (24-1)! Potenz gleich —1,t, —i sind. 
Solche Werthe a haben wir eben angegeben, und es handelt sich nur 


mehr um eine «-malige Wiederholung der Aufgabe, aus einer Grölse 
a die zweite Wurzel zu ziehen, denn ist 


*) Diesen Vorgang benützt Weierstrafs in seinen Vorlesungen. 
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k"—a, so wird K*'— ya, 2° —Vya usw. 
Die Bestimmung einer Grölse p + iq, deren zweite Potenz gleich a 
= «+ iß ist, macht aber keine Schwierigkeit, denn die Gleichung 
a +iB=pHtig | 
erfordert nur die Ermittlung zweier reeller Gröfsen p und g aus den 
Gleichungen 
P—g’=a, 2pg=Bß 
oder den Gleichungen: 


P— ep —(£ y =0, ta? - (0. 


Es wird somit: 


OR ne +6) 


und wir erkennen, dafs die speciellen Gleichungen = —1,i, —i 
stets Wurzeln besitzen. 
Jetzt aber lassen sich in allen möglichen Fällen Werthe (x, + h) 


finden, für die 
fa tm <i/@l, 


und offenbar auch Werthe in beliebig kleiner Umgebung von x,, denn 
man kann die Gröfse © beliebig klein wählen. 

Nach dem ersten Satze wird der absolute Betrag einer ganzen 
Function f(x) für alle einer Bedingung || >r genügenden Werthe 
grölser als eine vorgegebene Grölse g, und nach dem letzten Theorem 
kann man von jeder die Umgebung r der Stelle x = O0 begrenzenden 
Stelle derart in das Innere dieses Bereiches fortschreiten, dafs |f(«)| 
immer kleiner und kleiner wird. Der absolute Betrag |f(x)| kann 
nicht unter den Werth Null herabsinken, kann aber der Null beliebig 
nahe kommen. Wenn |f(x)| die untere Grenze erreicht, dann besitzt 
die ganze Function f(x) eine Nullstelle und die Gleichung f(x) = 0 
hat eine Wurzel. 

Könnten wir nun zeigen, dals 


ra=-&E+in)| = yE mM) + Win] 
eine von den reellen Variabeln & und n abhängige stetig veränderliche 
Gröfse ist, oder könnten wir die Stetigkeit einer durch die Gleichung 


7 (92(8, n) + %°6, 7)) = (0 
definirten Grölse z beweisen, dann mülste |f(x)| innerhalb des durch 
die Bedingung |x|<r definirten Bereiches die untere Grenze Null für 
ein Werthepaar (&,n) erreichen, und jede ganze Function hat dann 
eine Nullstelle. 
Wir kommen also auf ein neues Problem, dessen Erledigung wir 
besser verschieben, weil wir später die Existenz der Nullstelle und die 


Biermann, Functionentheorie, 7 


98 Zweites Capitel. II. Abschnitt. 


Continuität der ganzen Function sehr einfach erkennen werden. Es 
mag hier nur noch hervorgehoben werden, dals man zum Beweise der 
Existenz der Wurzel einer algebraischen Gleichung f(x) = 0 auch schon 
an dieser Stelle nach einem nanihuan a könnte, durch welches 
man eine Werthereihe 
EV 479 v—=1,2,8...) 

mit der Grenzstelle x’ —= 8’ + in’ so bestimmt, dafs die zugehörigen 
Functionswerthe mit den absoluten Beträgen: 


FE + in®)| = V p (ER, m") + WE, 7) 
eine Elementarreihe constituiren, denn dann würde dem Grenzwerthe 
& + in’ ein Werth 


VEN) HUÜE,n)— 0 
zugehören und weil hierin 9 (8’, 7’) und % (8', n’) einzeln verschwinden 
mülsten, wäre auch 
fE+ian)= PEN) HrWE,N) = 9 
und das Verfahren hätte eine Wurzel 2 = 8’ + in’ geliefert. *) 


$ 19. Gröfster gemeinsamer Theiler zweier ganzer Functionen 
einer Variabeln. 


Nachdem wir in der Zerlegung ganzer Zahlen und ganzer Func- 
tionen eine auffallende Übereinstimmung gefunden haben, liegt es 
nahe, die Verwandtschaft der Theorie der ganzen Functionen mit der 
der ganzen Zahlen näher zu verfolgen und vor Allem die Bestimmung 
des grölsten gemeinsamen Theilers zweier Functionen vom nt” und 
men Grade vorzunehmen, d.h. denjenigen algebraischen Theiler zweier 
Functionen zu suchen, welcher den höchsten Grad besitzt. 

Lassen die gegebenen Functionen f(x) und g9(x) die Darstellun- 
gen zu: 

f(a) = a (a — 2)" ( — m)" 2. (8 — u)" 
9a) = la — mm a mm... an)”, 

u 
wo Dtm —=n und Dim —= m ist, und sind etwa &,, Up ...dx ge- 

zn an! 
meinsame Nullstellen und »., vg,...v% die kleineren der zugehörigen 
Exponenten Na, Ng,--- N TESp. Ma, Mg, ...Mx, so ıst offenbar 


(x — 1.) (8 — 0)... (0 — )”* 
der gröfste gemeinsame Thevler von f(x) und g(x). 


*) Man sehe Lipschitz’ Verfahren in seinem Lehrbuche der Analysis nach. 
Dort sind allerdings die trigonometrischen Functionen benützt, denen wir hier 
bei der Reproduction des Cauchy’schen Beweises ausgewichen sind, 
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Es ist leicht, eine nothwendige und hinreichende Bedingung für die 
Existenz einer gemeinsamen Nullstelle zweier Functionen: 


Te) = mar + ei :..4 
9) = bar ber. b, 


aufzustellen. 
Es seien %,,%,,...% die Wurzeln der Gleichung f(x) —=0, dann 
sind durch diese x Werthe die folgenden m Gleichungen 


ID) = 9% EN re 0 

gleichzeitig erfüllt und offenbar auch die » Gleichungen 
aa) —y—=I0I, 29%) — 2y=d0,... erg) — ey—=(, 
wenn hierin x und y der Reihe nach die Werthe x,, &,,.. 


9(&1), 9%), .-. 9 (@„) erhalten, 

Falst man die (m + n) genannten Gleichungen als linear in den 
(m + n) Potenzen x’, x!,... zmtr-1 auf, so wird die Determinante 
dieses Gleichungssystems 


. %n Tesp. 


DL a EEE A iv ER) 
De AI ee er a EN) 
DE a, 2 Anne  Amemkts ı Anm er 
De..:D,, We le A) N) 
N SA RU Er Pa 0 Re) 
VERS OE el bs a) 


jedesmal Null, wenn man y einen der angegebenen Werthe ertheilt. 

Die Determinante selbst ist eine ganze Function n!® Grades von 
y mit den Nullstellen „,=g(#,) (v=1,2...n). Denken wir die De- 
terminante D(y) nach Potenzen von y geordnet, so ist das letzte von 
y freie Glied gleich dem Producte von 


(—1)*.9(2) 9) - - - 9(&n) 
und dem Üoefficienten von y” d.i. (— 1)*a,”. Dasselbe Product kann 
man auch gewinnen, indem man in der Determinante y Null setzt, 
wobei eine neue Determinante AR entsteht. Aus der Beziehung 


a” 9) 9%). 9m) = R 
schliefst man aber, dafs die Determinante AR verschwinden muls, wenn 
die ganze Function 9(2) für eine Nullstelle von f(x) Null werden soll. 
Ist umgekehrt R= 0, so besitzen die Gleichungen f(x) = 0 und 
g9(2) = 0 eine gemeinsame Wurzel, denn R ist die Determinante der 
(m + n) Gleichungen 
A N u 
g=d, 219—=I,....rge0 
7* 
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mit denselben Unbekannten z°, x1,...a”t”-1 und diese Gleichungen 
können nicht (wie es R = 0 verlangt) gleichzeitig d.h. für dieselben 
Werthe x°, x!,... zmt”—1 bestehen, wenn f und g keine Nullstelle ge- 
mein haben. 

Daher ist R=0 die nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, dafs f(x) und g(x) mindestens einen gemeinsamen algebraischen 
Theiler ersten Grades besitzen. 

Die ganze Function R der Ooefficienten der gegebenen Functionen 
heilst die Resultante von f und g. ; 

Tritt an Stelle der Function g9(x) die erste Ableitung von f(x) 
f(x), so heifst die zu f und f” gehörige Determinante R die Discri- 
minamnte von f(x) und deren Verschwinden besagt, dafs f(x) eine zwei- 
fache Nullstelle besitzt, denn die oben gewonnene, von der Existenz 
der Nullstellen unabhängige Darstellung der ganzen Function 


5 5 — — 2%.) — 4, )N 
fo) Fo) He) Hr 
läfst erkennen, dafs f(x) im Falle des gleichzeitigen Verschwindens 
von f(&,) und f®(x,) durch (% — x,)? theilbar ist. 

Das analytische Aquivalent dafür, dafs f(x) eine vfache Nullstelle 
= %, besitzt, besteht in dem Verschwinden von 
fa), FO@),-:.f®(z,) 
und umgekehrt wird x, unter diesen Bedingungen eine vfache Null- 
stelle von f(x) sein. 


$S 20. Fortsetzung. 


Den grölsten gemeinsamen Theiler zweier ganzer Funetionen f, 
und 9m, wo die Indices nun immer die Gradzahlen anzeigen sollen, 
können wir noch durch ein Divisionsverfahren ermitteln. 

Wir bemerken, dafs man zwei gegebenen Functionen f, und g, 
(wo n>m sei) stets zwei ganze Functionen vom (R — m)!" und nie- 
drigerem als dem m!” Grade 9,-m und g„_—ı so zuordnen kann, dafs 


Dee Ir > Im Pr—m + Am—ı 
wird.*) Bildet man nämlich 
bıfan —H Mr mr dert en 


arg, = rue (2) gn—3 A BIRE ne — Mm-2 


b, Imme X n—m) Im ==C, (n— m) , ee. C, a a8 a et _ — m 
und multiplieirt diese (a— m -+ 1) Gleichungen der Reihe nach mit 
*) Vergl. Weierstrafs: Einige auf die Theorie der analytischen Functionen 


mehrerer Veränderlichen sich beziehende Sätze (in den Abhandlungen aus der 
Functionenlehre 8. 117). 
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ee Dany A 0 byr 
und addirt dann alle, so folgt: 
Bett Is er (a, De” R—m E= 2 nt gr m—1l 1 ie -- a) en 


oder wenn man die Klammergrölse wit 9,_,, bezeichnet, die oben an- 
geschriebene Gleichung. | 

Soll f, durch g,, theilbar sein, so muls q_ı identisch verschwinden, 
und das tritt ein, wenn die aus den Coefficienten von f„ und 9, durch 
die -ersten drei Rechnungsoperationen zusammengesetzten m ganzen 


Ausdrücke 
EEE RLD, ie a CRM) 


alle Null sind. 
Es kann nicht mehr als ein Paar Functionen p und g der ver- 
langten Art geben. Denn wäre sowohl 


Der ar 1 = (m Pn-m + IAm-—1; 
De n = Im — Im-ı ’ 
Gallen FR, N) + er Te N) —( 
sein und diese Identität erfordert, dafs die ganze Function (m — 1)! 


Grades Qu-1 — Qm-ı einen Theiler m!“ Grades g,„ besitze. Das geht 
nicht an, folglich muls 


als auch 


so mülste 


On-ı en 
sein. Weil nunmehr g9.(Pr-m — Pn-m) für jeden Werth der Variabeln 
‚verschwinden soll, schliefsen wir auch auf das identische Verschwinden 
von P„_m — Pn-m oder die identische Übereinstimmung von P,_m und 
Pn-m, und damit ist der Beweis geliefert. 
Sollte in der früheren Folge von Gleichungen q,_, nicht identisch 
verschwinden, so bilde man neben 
Deal, — In Pn-m + Am—1; 
oder wie wir bequemer schreiben: 
fa = Im Pr-m + Im-1 , 
indem wir den Factor b”-”-1 in 9,_m und Qm-ı aufnehmen, die Glei- 
chungen 
Im = Im-1Pı) + Im-2 , 
In = Im-2Pı? + Im-5 


Gr = up") + Yu-i, 

Au = Ge) & 
wo für die neu eintretenden Functionen g stets der grölstmögliche 
Grad angenommen ist. Das nicht weiter zu erläuternde Verfahren 
führt nothwendig auf einen gemeinsamen Theiler q„-ı von f und gm, 
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der für e=1 in eine Constante übergeht; und zwar ist qu-ı der 
grölste gemeinsame Theiler der gegebenen Functionen, weil jeder 
Thaler von f„ und 9, in Qu—ı enthalten sein muls. 

Ist q.-ı eine Constante, so nennt man f und 9m Functionen ohne 
gemeinsamen Theiler und deren Resultante R ist von Null verschieden. 

Wenn umgekehrt f, und 9, keinen gemeinsamen Theiler besitzen, 
ist Qu-ı eine Constante und daun läfst sich der Quotient von f„ und 
9m in der Form eines Kettenbruches anschreiben *): 


> 
— Pn—n + 
Im 5 Zi a Re er 


Se D + 


Bildet man die Brüche, welche durch Vereinigung von 9,_„ und 
den ersten .v Gliedern der Kette entstehen, d.h. 


P = 


Zu(&) EN Pa—m , Z,(&) m® 1 sch pi“ Ip mr 
DE EN) — Pı-m Pa ? 
2 (@) 1 ne 
— er 1 een 
N.(@) Ders 29 az a Nı+N; 
1 
usw. und durch den Schluls von v — 1 auf v: 
nt a a 
Arm —— Pn-m er) 
OEM; Di 
HA 
und endlich 7 Em Er Te so erfüllen zwei aufeinander folgende Brüche 
m 


die durch den ellen Schlufs leicht zu verificirende Beziehung: 
Zy—ıN, — ZN, = (— 1) 
(— 102,108 28 Na 1% ——— 1 5 
Setzt man 70) 


(— 1ymr3 Nun = Um, (— 1)” Zn — 4) 
wo die Indices offenbar gerade wieder die Gradzahlen dieser Functionen 
anzeigen, so wird 


und speciell ist 


On—ı Im + Var = 1 . 

1) Wenn also f und g keinen gemeinsamen Theiler besitzen, so 
gibt es stets zwei bestimmte ganze Frunchionen des (n — 1)’ und (m — 1)ter 
Grades pn-ı und dm-ı, welche die Gleichung: 

\ e ® On-—1 Im + dm Fin I («) 
identisch erfüllen. 

*) Vergleiche Lipschitz |. c. 
‚Pı 7 2, —1t2,_ 2 


*#*) Ich schreibe ausführlich 
n N, I 2 ER 
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2) Dann aber gibt es auch zwei ganze Functionen ®,4,-ı und 
Wy4+r-ı, welche der Gleichung: 
D,4r—ı Im + Park Ir 7 07 
genügen, denn dazu hat man in der mit ©, multiplieirten Gleichung 
(«) nur 


Dn— 9% a Da-+r—ı B) Um-i1 107 Zur m4+k--1 
zu setzen. 


Bildet man hingegen 
Dn—1 (Im 07) + On illn 073) —— G; 
und bezeichnet 9,0, und f,9, mit Gy+:. und Fyır, so sind diese 
Functionen mit dem gemeinsamen Theiler ©, zwei Functionen 9,-ı 
und %,„-ı derart zugeordnet, dals 
Pn-1ı Gm + dm Far = 9 
wird. 

3) Daraus schliefst man, dafs man in dem Falle, wo 9, und fı 
einen gemeinsamen Theiler %'° Grades ©, besitzen, zwei ganze Functio- 
nen @»x-ı und Y%u-r—ı bestimmen kann, welche die Gleichung: 

DOn—r—ı1 Im + Um—ı—1 fie = ©; 
erfüllen; für zwei derartige Functionen existirt aber auch eine Glei- 
chung 
Pn—r Im + Verl: er 05 
denn es mufs ja einmal 
1 — On—k 077 9 In Men Um—k (073 
sein; niemals aber ist eine Gleichung der Gestalt 
DPrn—k—1 Im + ÜUm—k—1 ig: = Or (x == 15 23 RE k) 
möglich. In der That setzt man 
Im fi 
re a Be 
so existirt für diese Functionen ohne gemeinsamen Theiler eine und 
und nur eine Gleichung der Form: 
Pn_r—1 Um + Um Pn-r = 1; 
mit der die obige nicht vereinbar ist. 
4) Besteht eine Gleichung: 


Pn—k Im Zr Um fen > 0; 
aber niemals eine Gleichung der Gestalt: 
On 1 Im I Im-r-ifn = 0, 
so haben fn und 9 einen gröfsten gemeinsamen Theiler I Grades. 
Setzten wir voraus, dafs 
fan = Pr % + ee 
I m=.— Um — Um 
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wäre, so ergäbe sich nach Multiplication dieser Gleichungen mit Yn-x 
resp. @,-, und dann folgender Addition die Beziehung: 


’ 
Ben Um-r — YUm-r—1 Dn—k = 0 ’ 
doch darum würde die Summe: 


De Im + En, I > 0 . 
Eine solche Gleichung sollte aber nicht existiren,, folglich ist die An- 
nahme unrichtig und f, und g,„ besitzen den Theiler ®,, aber gewils 
keinen Theiler höheren Grades, denn daun mülste eine Gleichung der 
ausgeschlossenen Art bestehen. 

Das analytische Äquivalent dafür, dafs f(x) den Theiler g2„ be- 
sitzt, lag in dem Verschwinden von m ganzen Ausdrücken c(*-“+D in 
den Coefficienten von f, und 9m. Ebenso müssen k ganze Functionen 
dieser Coefficienten verschwinden, wenn f„ und g, einen gemeinsamen 
Theiler %!°® Grades haben sollen, denn damit in der Folge von Gleich- 
ungen auf 8. 101 q,-ı vom Grade % wird, muls diese Folge mit der 
Gleichung 

GH Rp + M-ı 
abbrechen und hierin die ganze Function (k — 1)!” Grades 9,-ı mit 
k Coeffieienten identisch Null sein.*) 

Mit Hilfe der hier abgeleiteten Sätze lassen sich die für die ganzen 
Zahlen aufgestellten Theoreme über die Theilbarkeit auf die ganzen 
Functionen übertragen. 

1) Sind f, und 9. ganze Functionen ohne gemeinsamen Theiler 
und ist %k eine beliebige dritte Function, so ist jeder gemein- 
same Theiler von f„% und g,„ auch Theiler von %. 

Es ist nämlich 

Im®Pn-1 + R Um —=]1 
ImPn—ı k + Ink . Um —=k 


und jeder Theiler von f,%k und g„ ist Theiler der links stehenden 
Summe, er muls daher auch in % allein vorkommen. 
2) Das Product zweier Funetionen /, und k, von denen keine durch 
Im theilbar ist, kann kein Vielfaches von Im sein. 

3) Sind f„ und 9, Functionen ohne gemeinsamen Theiler, ist aber 

9m ein Theiler von f„%k, so muls k durch g,„ theilbar sein. 

4) Besitzen f„ und 9, keinen gemeinsamen Theiler, so ist jedes 
gemeinsame Vielfache dieser Functionen von der Form f„gmk, 
ist aber , = 99, 9" = v©® und haben p und % keinen Theiler 
gemein, so erhält jedes Vielfache von f, und g,„ die Gestalt 
pYbOk, und gy® ist das kleinste gemeinschaftliche Vielfache. 

Die Vielfachen von f„ und gm besitzen nämlich die Gestalt f,p 


*) Weierstrafs]l. ec. 8. 121. 
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und 9,9, und wenn hier f„p durch g„, 9mg durch f, theilbar sein soll, 
muls nach dem ersten Satze 9 = nk, g= fnk, sein und das gemein- 
same Vielfache von f„ und g„ erhält die Gestalt f„gmk. 

Damit ferner die Vielfachen von 9®© und d® z. B. 9®p und 
Öd@q durch einander theilbar sind, mufs wieder p=oyph, q=yl, 
werden, und das gemeinsame Vielfache nimmt die Form gy Ok an. — 

Ein weiteres Resultat dieser Untersuchungen besteht darin, dafs 
wir, ohne den Existenzbeweis der Nullstellen einer ganzen Function 
und den Beweis für die Darstellung jeder Function f(x) durch ein 
Product von Primfactoren erbracht zu haben, Zähler und Nenner eines 


Quotienten ganzer Functionen £ stets von den gemeinsamen Prim- 


factoren und Theilern befreien können. Der Quotient von un = PO und 
Im =%©® hat überall dort, wo ® von Null verschieden ist, den Werth, 


welchen der Quotient ni angibt. Ist © an einer Stelle x, Null, so 


setzt man als Werth des Quotienten 


a 1) 
F'&) Sr 9(&) ) 
für = 2%, ebenfalls den Werth a ‚ wenngleich man aus der 
1 
Relation - 
fr —g9—0 


diesen Schluls nicht ziehen kann, weil f und g Null sind. Doch 
diese Festsetzung ist darin begründet, dals der Quotient F'(x) nach 


einem bestimmten Werthe und zwar nach en 
1/ 
x nach der Nullstelle von @ (x) führt. 


convergirt, wenn man 


S 21. Ganze rationale Functionen mehrerer unabhängiger Variabeln. 


Es ist auch nothwendig, die ganzen Functionen mehrerer von 
einander unabhängiger Variabeln &,, &, . . . u: 


n 1 1 1 el nz 
DEREN) A, a Due RD: Ba 2 u Re ee re 


Mm, (x) 
n 


+ A, gm... 

zu betrachten. 

Ordnet man diese Function nach fallenden Potenzen einer Va- 
riabeln, z. B. &,, so entsteht ein Ausdruck 

77a iR 7 7 Vote äh de ui? 

in welchem die Üoefficienten a,, @, - » .@,, Functionen der übrigen 
(n — 1) Variabeln sind. Jede dieser Functionen denke man etwa nach 
%, geordnet: 


dy = a + Ay, 191 -- ee + Ay, 2,9) (v = 0, 1; ze Nı)> 
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und wiederum sind a, „ ganze Functionen von %,, &%, ...%n; So fahre 
man fort. 

Wenn in f(@,, 2, ...%) % in der n,!”, x, in der n,'”, x, im 
der n„!r Potenz vorkommt und man gibt dann x, (v=1,2...n) die 
9%, + 1 verschiedenen Werthe: 


Eny 8,8 .. RE 
und setzt voraus, dals f für jede Werthecombination 
ee Eee a SR 
verschwindet, wo «, irgend einen der Werthe 1,2, ....2, + 1 be- 


zeichnet, so müssen sämmtliche Constanten in f(&,, % . . .%,) Null 
sein, d.h. f verschwindet identisch, was für ein Werthesystem 


u, =, ee 
man auch wählen mag. 
Gibt man den Variabeln &,, &, ...%„ irgend feste der vorgelegten 


Werthe, so verschwindet die ganze Function f noch für n, + 1 Werthe 
von x, und das ist nur möglich, wenn sämmtliche Constanten 
ask sh: Om, 

Null sind. Da man denselben Schluls ziehen mufs, welche der Werthe- 
combinationen für &%,, &, ...@, auch verwendet werden, so müssen 
in jeder ganzen Function a), @, ... Am, VON &y, %y...% alle Coeffi- 
cienten verschwinden und dann ist / identisch Null. 

Eine ganze Function f(&, #2, ..: %n) vom m” Grade in 

Me A) 

wird demnach für jedes Werthesystem (&,, &%, ...%) Null, wenn sie 


für die 

+) m+D.. m +1 
Combinationen aus n, + 1 Werthen für x, %, +1 Werthen für BEsß 
und n„ + 1 Werthen für x, verschwindet. 

Wenn jede ganze Function einer Variabeln Nullstellen hat, leuchtet 
ein, dals eine ganze Function mehrerer Variabeln unendlich viele Null- 
stellen (&,, &, . . .&„) besitzen wird, doch unter diesen können nicht alle 
aus 9,41 Werthen für x, (v=1, 2...n) gewonnenen Combinationen 
vorkommen, sonst wäre die ganze Function an jeder Stelle Null.*) 

Zwei ganze Functionen, von denen keine x, in höherem als dem 


*) In jeder Umgebung einer Nullstelle der ganzen Function liegen schon un- 
endlich viele andere Nullstellen, doch die Gesammtheit constituirt nur ein Con- 
tinuum von (2n — 2)-facher Ausdehnung, indem man (n—1) der Variabeln 
%, %g, -».%, beliebige Werthe geben kann und die Werthe der n! nur in end- 
licher Anzahl vorhanden sein können, wenn die ganze Function nicht identisch 
Null werden soll. Andernfalls gäbe es nämlich eine Häufungsstelle (x), in deren 
Umgebungen unendlich viele Werthesysteme (&’) liegen, für die die Function 
verschwindet, 
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n,'® Grade enthält, werden nun offenbar in den Üoeffieienten gleich- 
namiger Glieder 2, a2,®@...x%,*r übereinstimmen, wenn sie für alle 
Werthesysteme (&,, &, --. %,), die man aus 

mer wel, 2..n) 
zusammensetzen kann, dieselben Werthe annehmen. 


Auf diesem Satze beruht die Verallgemeinerung der Lagrange- 
schen Formel, die wieder anzeigt, wie eine ganze Function 


Fa, &% ... %n) 
aus den Werthen zusammengesetzt ist, welche sie an 
mM +H)mH+1).... m +1) 
Stellen der in Rede stehenden Art annimmt. 
Der arithmetische Bau der Formel für f(z, , &% - . . %,) ist nicht 
schwer zu beurtheilen, wenn man nur die Lagrange’sche Formel wieder- 
holt anwendet. Zunächst ist: 


fa, %, -. -&n) 


at! 
nr ir 1) (u &hl)‘: (8, +) 


FT oe ee ee ee 


und diese Formel gibt für jedes Werthesystem (x, = &,,., %3, - - -&n) 
die verlangte Identität. Zerlegt man hierauf: 


a a A ee .Ln) 
+ (dp, Br) HH De (dy, %3, »..%n) 
und wendet die Lagrange’sche Formel auf die ganzen Functionen f( 
von (n — 1) Variabeln von Neuem an, so kann man schlielslich so 
verfügen, dals die (n, +1) (m, +1)... (m +1) Grölsen 
rC 9 5 day e® u” N) 


annehmen. — 


vorgeschriebene Werthe 9%, a,...«, 
Entsprechend der Darstellung: 


1 


7 ! 1,2 if h" 
fety-r@ HH Hat Ha 
kann man auch f(z, +h,,%&%+hs, ....%&.+h,) als Summe von Gliedern 
Blech 
mit Coefficienten, die ganze Functionen von &,, &, ...%, sind, aus- 
drücken, man hat nur den binomischen Lehrsatz zur Entwicklung des 
einzelnen Gliedes 
(& + h)" (& + ha)... (ün + An)"n 
anzuwenden. Man sieht, dafs die Differenz 
F@& th, a th, .:.: m Mm) fl %, -.-% n) 
die Gestalt 
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ho) + fl, 2) tt Falk, %° Hu) in 


+ Dip, Bye 2 Ks DR, are) 


vl 
erhält, wo f, und 9, ganze Functionen ihrer Argumente sind und 9, 
mit den n Grölsen h verschwinden. 
Bezeichnet man die Ableitungen von f als ganze Function von x, 
allein betrachtet mit 


n of 02 CAR 
=% Et en I oder FEB en aan 
e v v v 
und bildet man 
ES ie N hd) 
j h guf Mn 
= (2,0855 en) + er ae Pr n! 


so zeigt eine einfache TR dals 
of 
la, 2, -. a) (vi 142.) 
sein muls. Man nennt diese ganze Function f, die erste Derivirte der 


Ableitung von f nach der Variabeln x,. 
Von dieser Function kann man Ableitungen nach anderen Variabeln 


2 
%. bilden. Bezeichnet man = mit —T _ und se mi ‚so 
Eu 08,0%, 0% Om, PER 
wird aber 
WER RL RTL 
08,0%, 08,0%, 


Erinnert man sich, wie der Ableitungsprocels definirt war, so ist klar, 
dals dieser Satz bewiesen sein wird, wenn er an dem einzelnen Gliede 
der ganzen Function f: 


mM, 


Aue me m Kg alas %, = p(z, Duclouler: 2) 


bestätigt werden kann. Es ist in der That: 


op 7) m my—1l m m 

—E 2 Mı p_ Ms v—1 v v1 27 
OR, OR, O8, (Mr Am, Ra O1 SelueD, ) 

; my—i mt m 

a MM Am, m, a il LK 28 KL, le zur er u 

0 mi m 
7 5 (m, An REF mr. Er x aM 2) 
0? 


Dieser Satz ist dahin zu verallgemeinern, dals in 
gatet tungie,, BUNG. &,) 


Mor... dan 
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das kesultat unabhängig ist von der Folge der Ableitungsprocesse. 
Nun fällt es nicht mehr schwer, das einzelne Glied: 


An, Ma AR (2, E= A, (&, + h,)rs Ne! 635 + hn)"n 


= oa +hı,.-:% 4 An) 
aus f(&, + Rh, %& + hr, :-.&n + hn) als Summe von Gliedern 


höher. hir 
anzuschreiben, deren Üoefficienten zusammengesetzte Ableitungen von 
P(%, %a, ---%n) sind. Das allgemeine Glied ist offenbar: 


R [0 e Er 
As m ht h,te 00 ade a MSIE, 


Be 
a ee ee Mn — Un 


== Am My l | a Aal (m,) (m, re 1) er (m, — U, . 1) — 


! 
vi ” 
er geutle+ en 9(04, Arge %,) he hf Lama hin 
du da... Onkn ARE m 


und darnach wird 


fa + Mm, %& + hr, - - - &n + In) 


My Mt, Ian , 
guter Tr’nfl,, ee) hi Mr hun 


N 


00’: 002? ... 08," ZU 7 7 


Yy 92... =0 
wo in der %-fachen Summe für v,, v,...v„ alle Werthecombinationen aus 
Be U A Rn IR Br RE 1% 
zu setzen sind. Der Werth des allgemeinen Gliedes, in welchem 
Day’: —=-w—=0 ist, ist f(&,,4..:%). ‘Die Summe 

en 
kann nicht grölser sein als die gröfste der Summen der Exponenten 


in den einzelnen Gliedern p(z,, % - - : &n)- 
Setzt man in der letzten Formel für x, a, und für 


a) Wh, 2..n), 
so erhält man für die ganze Function f die Darstellung: 
Ace %y, +. %n) 


Dreh 9 ee %,) = ar (— 0)” er. a )’n 


> ! ! \) 
Yu Van. 9, ao 0 [ER y° v2! Yn: 


= Hl, ... mm, 
wo die neben der Ableitung von f stehenden Werthe für x, anzeigen 
sollen, dafs man der Ableitung den Werth zu ertheilen hat, welchen 
sie an der Stelle (a) besitzt. 
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Wir führen die hier gebrauchte Bezeichnung für die Ableitungen 
auch in dem Falle einer Function einer Variabeln ein, schreiben aber 
statt runder grade d, um ein Unterscheidungszeichen für die voll- 
ständige und die oben vorkommende theilweise (partielle) Ableitung 
nach einer der Variabeln x, zu besitzen, und erhalten: 


f@+h) 


= 
no 


d — d? = d” I 
al Ba) = I oe er + (ef f@) en. 
Man ordne die ganze Function noch in a Weise, bilde in 
jedem Gliede 


Mm, 
Ama. m ar. . Amt 


die Summe der Exponenten (m, + m; +... + m,) die sogenannte 
Gradzahl des Gliedes und fasse die Glieder gleichen Grades zusammen. 

Nennt man eine ganze Function, deren Glieder alle denselben 
Grad besitzen, ganze homogene Function, so lälst sich jede ganze 
Function f als Summe homogener Functionen 
darstellen, in welchen der Index den Grad des Gliedes anzeige. Die 
höchste dieser Gradzahlen m heifst die Dimension der Function f. 

Ist eine ganze Function f ohne constantes Glied f, gegeben, 

a a 

so ist f in der Umgebung der Stelle (0) eine stetige veränderliche 
Grölse. 

Bezeichnet nämlich g, eine positive Gröfse, die grölser ist als 
der grölste unter den Beträgen der Üoeffiecienten in der homogenen 
Function f„, so ist 


A<anlaltia| ++ m)". 
Ist ferner g eine positive Grölse, grölser als jedes der g„, und nennt 


N 
man die Summe > |“,| $, so wird: 


Yyil 
fassen rennen 
Jetzt kann man aber & so wählen, dals g& oo kleiner wird als eine 


beliebig kleine Gröfse ö, und darum gibt es auch eine Umgebung r 
der Stelle (0) derart, dals für jede Stelle derselben 


If(@ LoR) Be 
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wird und das ist die nothwendige Bedingung für die Stetigkeit der 
Function f in dem genannten Bereiche. 


Aus der Darstellung jeder ganzen Function f(x, &...%,) als 
Dumme einer endlichen Anzahl von Gliedern: 
A Ma... My, u 3 a) (98 rs 72) le (am wg: An)"n 


folgt aber, dafs jede ganze Function in der Umgebung jeder endlichen 
Stelle (a) stetig ist, denn man kann den absoluten Betrag von 


f&, Uyye. - &n) — (9 0, .- « An) 


fa, Kpe.. %,) 
Re %g site %n) a: er 0%°...0%,0 ee 


kleiner machen als eine beliebig kleine Grölse 6, indem man die Va- 
riabeln &,, &,...%, in hinreichend kleiner Umgebung der Stelle (a) 
erhält. 


oder 


S 22. Gemeinsame Theiler zweier ganzer Functionen mehrerer 
Variabeln. 


Wir fassen auch wieder das gegenseitige Verhalten zweier ganzer 
Funchionen f (2, 22...) und’g(&,, 2%... 2.) ins’Auge, 
Vor Allem lälst sich den früheren Sätzen das Theorem entnehmen: 
Die Function 9(2,, &, . .. %,), als eine von x, abhängige Grölse 
betrachtet, wird bei jedem Werthesystem &,, X, ... x, ein Theiler 
der ganzen Function f von x&, sein, wenn so viele ganze Funetionen 
VON %y, %y...%n identisch verschwinden, als der Grad von g in 
x, anzeigt. 
Für ganze Functionen f, und g„ einer Variabeln bestand eine be- 
stimmte Gleichung 


DT. — nm Im + (Am—15 
und damit f„ durch g,„ theilbar war, mulste q,_ı identisch verschwinden. 
Indem nun in unserem Falle die Coefficienten von qn-ı ganze Aus- 
drücke in den Variabeln x,, &,...@, werden, ist die Behauptung 
richtig. 

Um aber zeigen zu können, dals unter den genannten Bedingungen, 
‚die auf das Verschwinden ganzer Ausdrücke in den Constanten von f 
und g, zurückkommen, f überhaupt durch g theilbar ist, als Funetion 
welcher Variabeln wir auch f und g auffassen, und dafs dann 

Va ea, ar an. iR, 
wird, setzen wir mit Weierstrafs, in der Vermuthung, den Beweis mit 
Hilfe des Schlusses von (n — 1) auf n erbringen zu können, fest: 


1) Für zwei oder mehrere Functionen von (n — 1) Variabeln mit 
einem gemeinsamen Theiler gibt es auch einen grölsten Theiler, 


\ 
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der durch .die Eigenschaft. definirt ist, dafs er ein Vielfaches 
jedes gemeinsamen Theilers ist. 

2) Sind f und g ganze Fuunctionen von (n — 1) Variabeln ohne 
gemeinsamen Theiler und keine dritte Function dieser Variabeln, 
so ist jeder Theiler von fk und g ein Theiler von %. 

3) Mehrere Functionen von (n — 1) Variabeln besitzen auch ge- 
meinsame Vielfache und es existirt eines, das in allen übrigen 
als Theiler vorkommt. — 

Ferner bemerken wir, dafs eine Function f(z,, &, . . . £„), die bei 
jedem Werthe von x, durch g(#,, & ...%,„) theilbar ist, die Gestalt 
ae ao ee DT) 

besitzt. 
In der That: ist 


Ka, Bo in) el (Ans) ya Ta, a 
a In (& , 3, Dee® %n) 

so kann man die (n, + 1) Functionen f, als lineare Function der in 

der Darstellung: 


Pa, %2, +: - En) 
n,+1 
Ur Ee- EN Te — 1) @- En) ein) 
ai 0) Gere rien 
vorkommenden Grölsen f(&,, &,, - . : &„) ausdrücken, die der Voraus- 


setzung nach durch 9(&,, 2, ... . %,„) theilbar sind. (Unter &, 5... 8.4 


sind ganz beliebige endliche Grölsen zu verstehen.) Deshalb werden 


die Functionen f,(&,, &....%„) durch g theilbar sein und der Satz 
erscheint erwiesen. 
Ist nun f(@&,®, &,, ...%„) durch eine Function 
- 1 
Im, Ly-. m) NE” tt NUT tt + Mm: 
wo die Functionen g,, 9... . 9m keinen gemeinsamen Theiler besitzen, 


theilbar in Hinsicht auf die Variable x,, so wird 


On BT Zn tm — 0 » 
oder wenn man 
I lg, Rn) P 
setzt, 
fe — MmnI—0. 

Zufolge der Voraussetzung über die Beschaffenheit der Functionen 
90» Iı:-: 9m kann y kein Theiler von g sein, y muls vielmehr in 
Pn—m als Theiler vorkommen und dann wird 


a 28 NR en a) RE, rer 90 weze 
Besitzen f und g als Functionen von x, einen gemeinsamen Theiler 
kin Grades ®, so existirt einmal eine Gleichung 


9 +YVf—9. 


a nn nn 
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Die aus den Coeffieienten der «, Potenzen in f und g gebildeten 
Coefficienten von 9, %, © werden hierin gebrochene rationale Aus- 
drücke sein können, aber es ist klar, dafs man ® die Form 


+ ee 

geben kann, wo die Coefficienten ©; ganze Ausdrücke in den Variabeln 
Rat, 2... Sind, 

Wir denken die gemeinsamen Theiler dieser %-Functionen von (n—1) 
Variabeln weggeschafft, und bezeichnen: 

Hart Ha l&, % .-. %); 

dann erfordert die Voraussetzung, f besitze als Function von x, den 
Theiler ©, die Existenz einer Beziehung 


De er NE, aa 0), 
wo M und N ganze Ausdrücke bedeuten. Die Function M mus in 
N oder & als Theiler vorkommen, kann aber nicht Theiler von # sein, 


weil die Functionen ©, keinen gemeinsamen Theiler mehr besitzen 
sollen, defshalb wird 


Mar A) ER Re: ) 
und entsprechend 


ee N N EEE RC 
Wir finden demnach, dals 9(z,, %, ...%,) auch als Function von 
%y, 8,» . %n betrachtet gemeinsamer Theiler von fund g ist, sobald 


die Functionen ®, von den gemeinsamen Theilern von (n—1) Va- 
riabeln befreit sind. 

Man kann nunmehr die gemeinsamen Theiler zweier ganzen 
Functionen von n Variabeln angeben, wenn man die Theiler von 
Functionen von (n — 1) Variabeln zu finden vermag, und da die Lö- 
sung dieser Aufgabe in dem Falle einer Variabeln auszuführen ist, 
muls sie allgemein möglich sein. 

Wir haben in 9(&,, &%, -..%„) den grölsten Theiler von / und 
9 angegeben, der alle gemeinsame Theiler dieser Functionen enthält, 
denn die Functionen P und @ erfüllen die Gleichung: 


vw +yP=l, 
die aussagt, dals Q@ und P als Functionen der Variabeln x, keinen 
gemeinsamen Theiler besitzen und dann können sie auch als Functionen 
von x, keinen gemeinsamen Theiler haben. — 

Ist die Function g nicht in f enthalten, wohl aber ein Theiler 

des Productes fk, so besteht eine Gleichung: 

99 +Yf=l, 
in welcher die Coeffieienten von p und % den kleinsten gemeinsamen 

Biermann, Functionentheorie. 8 
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Nenner N(&, %...%,„) besitzen mögen. Dividirt man hierauf die 
Gleichung 
gkg+vfk—=k 
durch g, so folgt eine Beziehung: 
K(2, 20...) % 


N(%a, ) 2 9 


oder 
BER, I Klare Ban): 
Setzen wir fest, dafs g nicht in das Product zweier ganzer Functionen 
zerlegbar sei, deren eine blos (» — 1) Variable enthält, so wird 
A 
d.h. X ist durch n und k durch g theilbar. 
Endlich besteht auch für ganze Functionen von n Variabeln der 
Satz: 
Jedes Vielfache zweier Functionen f und g ohne gemeinsamen 
Theiler ist durch fg%k und jedes Vielfache von f=g% undg=YP 
durch gy#%k gegeben. 


$ 23. Rationale gebrochene Functionen. 


Handelt es sich nun darum, den Quotienten ganzer Functionen 
f und g, d. h. die rationale gebrochene Function 


F(&, %y, ... I) == rt 


zu untersuchen, die an jeder Stelle, die nicht Nullstelle des Nenners 
ist, einen bestimmten Werth besitzt, so können wir f und g von dem 
grölsten gemeinsamen Theiler ® befreit denken, denn 


LER RL 
g v% 
. hat an Stellen, die nicht Nullstellen von # sind, den Werth, 
welchen — daselbst besitzt, und der Werth von 7’ an einer Nullstelle 


(20) von En darf wieder als der Werth von 


Fa) 

u(@®)) 
definirt werden, indem der Werth von F' nach eben diesem convergitt, 
wenn die Stelle (x) nach (x) convergirt. 

Zur Beurtheilung der Beschaffenheit der rationalen Function F 
haben wir demnach nur mehr die Fälle zu untersuchen, wo der Nenner 
g aber der Zähler f nicht verschwindet, oder wo g und f dieselbe 
Nullstelle besitzen, ohne dafs das gleichzeitige Verschwinden von f 
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und g durch das Nullwerden eines gemeinschaftlichen Theilers ver- 
ursacht ist. 

Verschwindet 9 an einer Stelle (a), ist aber |f((a))| > 0, so wird 
der absolute Betrag von F für die der Stelle (a) unendlich benachbarten 
Stellen gröfser als jede angebbare Gröfse G und danm sagt man, F 
wird an der Stelle (a) selbst umendlich. 

In der That: nach Annahme einer beliebig kleinen Gröfse ö kann 
man zunächst eine Umgebung (r) von (a) so bestimmen, dals für alle 
Stellen derselben 


8 > |) — Fla))| > | If) — Ifla)| |, 
und somit 
Fa) > Ifl@))| — 6 


wird. Wählt man hierauf eine positive Grölse y so klein, dafs 


O2 ZG, 


und y selbst noch gröfser ist als der grölste der Werthe: 


9a, %, --- %) — 9la)| = Ig(i@))| 
aus der Umgebung (r) von (a), was bei hinreichend kleiner Umgebung 
(r) gewils möglich ist, so wird die den genannten Stellen (x) ent- 


sprechende Ungleichung für | noch zutreffender als die angegebene, 


und deshalb ist die Behauptung erwiesen. 

Verschwinden aber 9 und f am derselben Stelle (a), dann hat der 
Quotient der ganzen Hunctionen mehrerer Variabeln in unendlich 
kleiner Umgebung jeden beliebigen Werth und an dieser Stelle selbst 
keinen bestimmten Werth. Die rationale Function erscheint an der 


Stelle (a) nicht blos in der unbestimmten Form rn , sondern ist daselbst 
wirklich unbestimmt. 

Dieser Satz wird bewiesen sein, wenn man in einer unendlich 
kleinen Umgebung von (a) Werthesysteme (&,, &,, ... %,) finden kann, 
für welehe f oder f— Ag verschwindet, ohne dafs g Null ist, denn 
dann wird 


Null respective A, und wenn man ferner Stellen angeben kann, an 
denen g aber nicht f Null ist, denn dann wird F auch unendlich. 
Es kommt nur darauf an, einen dieser Fälle auszuführen, wobei 
wir die Existenz der Nullstellen einer ganzen Function wieder voraus- 
setzen müssen. — Wir fragen demnach, ob man Werthesysteme 


SS { =, + Geil, 2...n) 
finden kann, für die 
8* 
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fa tm, + Mar ::. an + In) 
12 DAT 7 +’n fa, X... x) hi" ha” h,n 
In 


9 ! ! 
Or 1082... 00% v,! Va: Vn: 


Yı», Pa». » 
a, Gy ...dy 


verschwindet, indessen 


va, +, a th... + An)| >00 

wird. 

Der Strich bei dem Summenzeichen soll anzeigen, dals v,, v,...v, 
nicht gleichzeitig Null zu setzen sind, indem f(a,, @, ... m) = ist. 

Stellt man ffa + h) in der Form dar: 

A, A We An, 

so bezeichnen die Ooefficienten A,, ganze Functionen von h,, hy... Mn. 
A,, wird mit den Gröfsen hy, A; ... h„ unendlich klein, denn A,, kann 
kein eonstantes Glied enthalten, indem f die Nullstelle (@) besitzt. 

Um eine Stelle (a + h) der verlangten Art zu finden, wähle man 
für h,, hy... h„ ein System von Werthen in unendlich kleiner Um- 
gebung der Stelle (0) und den zugehörigen Werth von h, entnehme 
man der Gleichung: 


Ahr Ace, 
Dabei darf man natürlich h,, h3...7n nicht solche uauhe geben, 
dafs die Resultante der Functionen f und 9 


I er) 


die Nullstelle (aa + hy, a, + hy... . an + An) besitzt, sonst könnte 
auch g daselbst verschwinden. Da die Resultante zweier Functionen 
f und g, welche keinen gemeinsamen Theiler haben, nicht identisch 
verschwinden wird, muls es möglich sein, solche Werthe zu finden, 
und es fragt sich nur, ob jedem dieser Bedingung gehorchenden 
Werthesysteme (h,, hy; ....h„) ein h, von unendlich kleinem absoluten 
Betrage zugehören an, 
Das Product der unserer ee genügenden Werthe h, ist 


(— 1)” - ES 3 
Damit also eine Wurzel h, von unendlich kleinem Betrage existirt, 
(= 18: Av 
Aylhy, hz...hn) mit h,, hy... h„ nicht unendlich klein wird, oder A, 
ein von den Gröfsen h freies Glied enthält, gibt es gewils eine Wurzel 
h, der verlangten Art, denn A,, enthält keine Constante. Aber A, 


besitzt eine Constante, sobald in f(&\, &, -..%„) der Coefficient von 
x” ein von den Grölsen &,, ... %„ freies Glied enthält. 


hy... A, unendlich klein werden. Wenn 


mufs 
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Andernfalls müssen wir zur Untersuchung der Beschaffenheit von 
F an der Stelle (a) eine lineare Transformation vornehmen, d.h. wir 
müssen F'(&,,%,,...%,) in eine rationale Function neuer Variabeln 
Yı» Yar-»-Y% umwandeln, die mit den ersten durch n lineare Glei- 
chungen verbunden sind. 

Diese Gleichungen seien 


%, = ty TRY tt km W=1,2,...n) 
und die Coefficienten seien nur den Beschränkungen unterworfen, dals 
die Determinante 


&,y, &ıga +.» An 
0) 99... Kon 
®. 

Kyı, &n2. - Kan 


von Null verschieden ist und in F(y,, %,...%„) eine der Potenzen y,' 
(v=1,2...n) ein constantes Glied besitzt. Dann entspricht jeder 
Stelle (x) eine und nur eine Stelle (y) und umgekehrt, und in unend- 
lich kleiner Umgebung der der Stelle (a) entsprechenden Stelle y,=b, 
w=1,2,...n), an der f(Y, Y,.-.%) und 9(Yı,Y,-..%) Vver- 
schwinden, gibt es Stellen , +, (v=1,2,...n), wo f((y)) Null 
wird und g((y)) nicht verschwindet. 

Diesen Stellen entsprechen Stellen (a, 4 h) in unendlich kleiner 
Umgebung von (a), für die f((«)) aber nicht g((«)) Null wird. 

Der obige Satz ist daher in allen Thheilen bewiesen. 

Wir behaupten nun noch, dals die rationale gebrochene Function 
in der Umgebung jeder unendlichen Stelle (x), die nicht Nullstelle des 
Nenners ist, eine stetig veränderliche Grölse sei. 

In der That: bezeichnen If und 4g die Gröfsen, um welche sich 
f und g ändern, wenn die Argumente 2,,%,..:.%, in &, th, &ytha, 
...%n + hn übergehen, so wird 

F(&, hr, Lot Mn... ta) — F(% , 895 - - - %&n) 
ge 1207 gay 1Ag > gaf— Tag 
s+49 9 Frg949 9° g(’+949) 
und es ist ersichtlich gemacht, dals man If und fg oder die Grölsen 
hy, Ray... m so wählen kann, dals |4F'| kleiner wird als eine beliebig 
kleine Grölse ö, wofern nur g an der Stelle (x) nicht verschwindet. 
Die rationale gebrochene Function ist deshalb -an allen Stellen des 
2n-fach ausgedehnten, im Endlichen gelegenen Bereiches stetig, mit 
Ausnahme der Nullstellen ihres Nenners. 
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S 24. Lagrange’sche Interpolationsformel. 

Summen gleicher Potenzen der Wurzeln einer Gleichung. 

Wir haben in diesem Capitel noch eine Reihe von Sätzen über 
die ganzen und gebrochenen rationalen Functionen einer Variabeln 
vorzutragen, die eine mannigfache Verwendung finden werden. Wir 
beginnen mit einer Umgestaltung der Lagrange’schen Formel. 

Jede ganze Function n!° Grades war in der Form dargestellt: 


fe) = Far oa 


und wenn f(x) die vfache Nullstelle «, besitzt, wird 


fo) = a | Ara Hr |. 
Der Werth des Quotienten von f(x) und (« — x,)’ an der Stelle x, 
ist, wie wir nun wissen, nicht etwa 


BUCHE 


oa a 


( f(@) je = f® («,) 
(© — ©)” a 


EIN 

Gehen wir auf die Bestimmung der ganzen Function n!“ Grades zu- 
rück, wenn deren Werth für (» + 1) Variabelnwerthe &,, &,,:-.. &utı 
gegeben ist: 


sondern es gilt 


LI) sn ee 12H), 
n+1 


Ile-»)=-»®, 


(& 757 Sr) ... (&% Tr N) (& = ©) ... er 22 ER) 
zu ) — 0 ($,) 


ey 


setzen Jetzt 


so wird 


und die Lagrange’sche Formel erhält die Gestalt: 


n-+1 n 


+1 
ee: PENIS 
(@) De: Fa) 0 


Es erscheint hier wichtig, die erste Ableitung einer ganzen Function 
mit » Nullstellen, welche also die Darstellung 


ra—a]||@-2,) 


vl 
zulälst, direct bilden zu können. 
Die erste Ableitung ist zufolge der Formel 
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I le) Lan min 
fat) = FH EHE + +) 


der Coefficient von A in dem entwickelten Producte 


N Il« +h—ı,). 


Anstatt aber dieses Product auszuführen und jenen Coefficienten heraus- 
zunehmen, bemerken wir, dals man den Quotienten der ersten Ablei- 
tung und f(x) finden kann, indem man den Üoeffieienten von A in 
der rationalen Function 


un - CH) = [0422 


VL 


heraushebt. Da ergibt sich unmittelbar die Formel 


oder n 
fra) 2 


Hat die vorgegebene Function mehrfache Nullstellen und ist 


a=a]]e-wr Im), 
DE B= 


so wird 


m 
f@a=f@)- > er 
w=i u 
Dieser Formel entnehmen wir die Beziehung: 


1.&) Ile-=)-f@) Din (@—2,) ER) E— ur)::. 
I ee Rt 0. 
die wir in der Form 
f (©) 9m — Fl®) dm-ı = 0 
anschreiben, um auch gleich abzulesen, dafs f(x) und f’(x) einen ge- 


meinsamen Theiler (n — m)!" Grades besitzen. Dieser Theiler heilst 


(eg ae 
mr=l 
und darum wird die n„fache Nullstelle der Function f(x) eine (n.—1)- 
fache Nullstelle der ersten Ableitung f’ (%). 
Weil die v! Ableitung von f(x) die erste von fP-V(x) ist, wird 
ferner die n„fache Nullstelle von f(x) eine (n„—v)fache Nullstelle der 


v'e Ableitung. 
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Wenn man die beiden Ausdrücke für die Ableitung einer ganzen 
Function mit n Nullstellen: 


f)= [Je - = +0 ta +. +0 


| 


f(@) = 


und 
fa) = net +an —- Dr? .-- + au-ı 
mit einander vergleicht, ergibt sich ein bemerkenswerther Satz für 
die Summe gleicher Potenzen der Wurzeln der Gleichung f(x) = 0. 
Es folgt durch Division: 
tt tt tert 


— Ce _ Ind +... + mm-2+ 9-1), 


und wenn man 


tt Hs 


setzt, wird 


I na + Haar tits tna)art + 


+ (5, + Sn—2.(4 + 7 -F+ S| An-—2 + Nm). 
Jetzt gibt der Vergleich dieses Ausdruckes für f(x) mit dem zweiten 
der oben genannten die Beziehungen: 


stm —0 
ss +s4+20,= 0 
Val en el 


Ve 


A EN +... + ma +n N) =0, 
aus denen man successive die Werthe für die Potengsummen s, ermit- 
teln kann: 


er 
ae 
SS = — a?’ + 3a,4, — 34, 


und endlich s,_1; 5, ist gleich n. 
Um die Summe der »'® und höherer Potenzen der Wurzeln zu 
finden, bilde man 
am fa) = antm Lamm L... Lam —=0, 
ersetze hierin x der Reihe nach durch &,, &,,...%, und addire die 
Resultate, dann entsteht die Relation 


Sn-tm + A, Sn-m—1 + re + Sm-+1 In-ı -F Sm In = 0, 
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aus der die verlangten Summen successive hervorgehen, indem man 
m=Q,1,2... setzt. 

Alle Summen s; sind ganze rationale Funetionen der Coefficienten 
A, Ayy...Qn, und umgekehrt die Coefficienten ganze rationale Func- 
tionen von n Potenzsummen $; (k > 0). — 

Ist 
so wird 

SI =, =, ze een N, 


% 


wo &k irgend eine ganze Zahl bezeichnet, und die Summen von Po- 
tenzen der » Wurzeln der Gleichung f(x) = (0, deren Exponenten 
nicht Vielfache von » sind, werden Null. 

Unter dem früheren m kann man auch eine ganze negative Zahl 
verstehen, nur folgen dann die Summen gleicher Potenzen mit nega- 
tiven Exponenten. — 


= u u u 
Su = % +24... 4% 


bleiben als Functionen der n Grölsen &,, &,,...%, ihrer Form und 
ihrem Werthe nach ungeändert, wenn man irgend welche Umsetzungen 
der Gröfsen &,, &,, - . . &„ vornimmt. 

Ausdrücke von n Elementen &,, &%,.-..&,, die ihre Form bei 
gegenseitigen Vertauschungen der Elemente nicht ändern, heilsen 
symmetrisch. 


Die Coeffiecienten der Gleichung n!® Grades 


tat t..: + — I le- = 


v=1ı 
sind solche symmetrische Ausdrücke der n Wurzeln, denn bei irgend 
welchen Vertauschungen der Grölsen x, in 


a ul ya ... 2%, (v=1,2...n) 
v,v".. .viM) 
geht jeder Summand in einen anderen über. 


Der symmetrische Ausdruck erfährt bei dem Stellungsänderungen 
der x, offenbar keine Werthänderung. 


Umgekehrt ist eine gamze rationale Function f(&, %a,..-%n) der 
als veränderlich betrachteten Grölsen &,, &,,...%n in diesen symme- 
trisch, sobald sie bei beliebigen Vertauschungen der Gröfsen (&,&,..- 
%,) keine Werthänderung erfährt.) 


*) Vergl. Netto’s Substitutionentheorie. 


f 
122 Zweites Capitel. II. Abschnitt. 


Die Function 
Fa, %y3.-.%) = fo (&p 3 Bay. on) Flat 


+ Fa (&2 5% 5... &n) 
möge bei einer Vertauschung der Grölsen x, in 
24,205, 0: &,) == 2, (2,09 1.2) RR AD (dar se 
+ Pa (dig) %} » - » &n) 
übergehen, dann sind die rechts stehenden Ausdrücke der Voraus- 
setzung nach für jedes Werthesystem (x) einander gleich, und man 
erschlielst, dafs 


’ > Pas 
Han, hr m = Im 
wird. — 


Eine symmetrische ganze Function f(&, %,...%n) läfst sich stets 
auf eine und nur eine Art als ganze rationale Function der n (oben 
genannten) symmetrischen Functionen q@,, 4z,...q, darstellen. 

Ist ein Glied der Function f(&,, &,...%„) von der Form 


De. wir (u<n), 


so kommen in derselben nothwendig alle durch Vertauschung der 
Grölsen x, abzuleitenden Glieder vor, gibt es also ein Glied x@, so 
enthält f alle Summanden von 

Se 

Veil 
und s, ist eine ganze rationale Function der Grölsen a, , @, - . . An- 

Die Summe aller durch Vertauschung aus x°x% hervorgehenden 

Glieder 


wird gleich 
Sudan — Sa-ta' B) 
wie man bei der Bildung des Productes s,s# leicht übersieht, und 


ferner silt 
N oo 1 £ 
Sa: ar — — (Se). 


Da 

a a Near or a+a' ‚a a et" 
Sat >) a, = >’ur a a > wet ze: + >2: we 
s € vv DR yv vv 
ist, wird 
a a @' a 2 
RUE — SR (Sata' Sa! + Sata" Sa + Se 2) + Sata’ ta” e 
vv," 


und so fortschreitend findet man, dals jede Summe 


& 
a Eye... (BEN) 


nt le) 


Rationale ganze u. gebr. Functionen einer u. mehrerer Variabeln. 123 


als ganze rationale Function der Potenzsummen oder der symmetrischen 


Functionen a,, a,,... a, darstellbar ist. 

Setzen wir voraus, dals dieselbe ganze symmetrische Function 
(5%, ...%,) sowohl durch g, (a, @,,.-..@,) als auch durch 
92(@,, @3,...a,„) ausdrückbar sei, dann ist die Differenz 

NA 


zwar für alle Werthesysteme (x) identisch Null, aber als Function der 
Gröfsen a soll sie nicht identisch verschwinden, denn sonst wären die 
Darstellungen für f gleich. 

Die genannten Eigenschaften sind nicht miteinander verträglich, 
denn die Umsetzung von g, ((a))—9,((a)) in eine Function der Grölsen 
% 5, %y,...% gäbe eine nicht identisch verschwindende Function, die 
für jedes Werthesystem (x) Null sein soll. 

Es gibt also nur eine Darstellung der ganzen symmetrischen Func- 
tion fl, &5,...&%n) als Function der Grölsen a,,q@,,... an, welche 
die elementarsymmetrischen Functionen heilsen. 


S 25. Darstellung der rationalen gebrochenen Function 
einer Variabeln durch Partialbrüche. 


Die oben gewonnene Formel 
Do me 
OR 
für den Quotienten der ganzen Functionen f(x) und f(x) gibt die An- 
regung zu der allgemeinen Aufgabe: 
Es ist der Quotient ganzer Functionen als Summe solcher ra- 
tionaler gebrochener Functionen darzustellen, die einzeln an den 
Nullstellen des Nenners unendlich werden, oder, was dasselbe sagt, 
als Summe rationaler Functionen, deren Nenner die Primfactoren 
des Nenners der vorgegebenen Function sind. 
Auch diese Aufgabe hat in der Theorie der rationalen gebrochenen 
Zahlen ihr Analogon. 

Zwischen zwei ganzen Functionen von dem n!® und m!® Grade 
fn und 9m (rn > m) bestand eine Beziehung: 


In — Im Pn—m Ir In—; 

aus der wir ablesen, dafs der Quotient einer Function »!® und mi 
Grades: 

Mer Im-ı 

a Pn—mt Im 
als Summe einer ganzen Function vom (n — m)!” Grade und eines 
Quotienten darstellbar ist, in welchem der Grad des Zählers kleiner 
ist als der des Nenners. 
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; : 2 Im-1 
Angenommen, dafs in einem solchen Quotienten Sr der Nenner 
m 


Gm als Product zweier ganzer Functionen g@) und g® ohne gemein- 


Im 1 


samen Theiler darzustellen sei, so kann man die Funetion als 


m 
Summe zweier Quotienten ganzer Functionen ausdrücken, deren Nenner 


beziehungsweise die Factoren g® und g(® sind. 

Die Gradzahlen von g® und g9® seien u und v (u+v=m), 
dann kann man diesen Functionen g®® und g(® zwei und nur zwei 
Functionen 9,-ı und %,„-ı so zuordnen, dafs die Gleichung 


9%,—1 g + du gm —=1 


besteht. Es existirt deshalb eine Relation der Form: 
1 9,—1 Yu 


ag 
Im gm g 


und dann wird 


Im—ı BER: Im-ı1 Pr-1 =r Im—ı Yu & 
2 
Im g“ ) g% 
Setzt man 
In-ı m—ı = ns gm + J),- y 


ER, I + Yu, 
so entsteht die Gleichung 


Im- 2 v— u 
PP AL =: 4 Buzı 


Im gi 
Im-ı = (Pn-2 — Pn-2) Im + &-1 I We ug 
Da aber die ganze Function g,„-ı nicht die Summe einer Function 


2 (m — 1)!“ und zweier Functionen (m — 1)! Grades sein kann, mufs 
hierin 


oder 


In er} a 
identisch verschwinden, und es folgt, dals eine echt gebrochene ratio- 
nale Function, (in welcher der Zähler von niedrigerem Grade ist als 
der Nenner, und) in welcher der Nenner das Product zweier ganzer 
Functionen ohne gemeinsamen Theiler ist, als Summe zweier echt ge- 
brochener rationaler Functionen dargestellt werden kann, deren Nenner 
die genannten Factoren sind. 


In der Gleichung 
Im 2, 


IE erıı 


Im 9, Iu 


sind die Functionen @,-ı, Qu-ı höchstens von den bezeichneten 
Graden. — 
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Im—ı 


Die hier durchgeführte Zerlegung eines Quotienten in ein 
Aggregat zweier echt gebrochener rationaler Functionen "älst sich 


fortsetzen, indem wir dieselben Erwägungen auf die gewonnenen 


Partialbrüche Sn: : a anwenden. 
PTR 


Ist etwa 
I= 91-I2-- - Ik 


und besitzt keiner der Factoren g,, deren Grad uns jetzt nicht inter- 
essirt, mit einem zweiten g, einen gemeinsamen Theiler, so existirt 
eine ganz bestimmte Zerlegung 


Im-1 en Q 2 Ka 

I Iı Fr Ja En al I i 
denn gäbe es eine zweite 

ua P 

ne, 


so kommen wir in Widerspruch mit der Voraussetzung über das gegen- 
seitige Verhalten der Factoren g;. In der That: weil in der nun her- 


vorgehenden Gleichung 
k 
Y Be Es 0 
PAIR 

jeder Summand bis auf den x!" den Factor g, besitzt und dieser Sum- 
mand darnach durch g, theilbar sein soll, so mülste einer der Fac- 
toren 9» den Theiler g, haben, indem die ganze Function Q, — P, 
diesen Theiler gewils nicht besitzt, weil ihr Grad niedriger ist als der 
von gr. 

Wir speeialisiren diese Sätze und nehmen an, dals der Nenner 


9(x) in der Form 
k 

ke 

Ra 
gegeben sei, wo die Summe der Exponenten m, gleich m ist. Dann 
ist der Theiler 

Ver (X NZ 

und ein Quotient - zerfällt in die Summe: 


u) 
ze1(& — Er 
wo der Grad des Zählers q,(x) den Werth m,—1 nicht überschreiten 
kann, so dals der Zähler die Gestalt erhält: 


gu(&) = 0 Ma TH nm: 
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Will man die Coefficienten c, berechnen, so setze man in der Gleichung 
k k 
m I, 
1.) | [er I 
Pl nn (br &%) 5 
die angegebenen Ausdrücke für g,(x) mit den unbestimmten Coeffi- 
cienten ein, setze nach Ausführung der Multiplicationen die Coefficien- 
ten gleich hoher Potenzen in g„—ı und in der ganzen Function rechts 
einander gleich, so erhält man zur Bestimmung der m Grölsen c, m 
lineare Gleichungen, deren Determinante nicht verschwinden wird, 
weil es eine bestimmte Zerlegung für den Quotienten a gibt. 


m 
Die rationalen Functionen 


42%) 
ea 
in welchen m, > 1 ist, kann man noch weiter zerlegen, was am ein- 
fachsten dadurch geschieht, dafs man 


(a — &,) "#1 


gu.(&) — dy (8x) + dr (&x) = 2 Sn 0 De) S (m, — 1% 


setzt. Es wird dann 


My —1 


g,(%) a) (&x) ; 


m,=V0 


Jetzt erscheint nachgewiesen, dafs der Quotient zweier rationaler 
Functionen f„ und 9, deren Nenner die 


M,, Ma,.. . Mm,fachen 
Nullstellen 
s En 2 ==, 13, 
besitzt, auf die Form 


fn (&) den ee + er + OLD + An—m 


Im (x) 
A, 4,0 An 
ale c— ds (2 — 04)? ot IE (© — 
A, A4,® A, 
een 
(k) 
E 4A,® A,®) gt Pe Nr Amy. 
208 (8 — 0)” (0 — 0,)"% 


gebracht werden kann, wo neben den Coefficienten As) auch die Co- 
efficienten a), @,... dn—m eindeutig bestimmt sind. 


Im Falle einfacher Nullstellen erhält man die Formel: 


) 


Rationale ganze u. gebr. Functionen einer u. mehrerer Variabeln. 127 


m 


= Pa—m(%) + ” 


deren Coefficienten A® noch in anderer Weise als früher bestimmt 
werden sollen. 
Bildet man die Gleichung 
Nm 
In (2) = Pr-m(%) Im(&) + De ; 


2— a, 
a! 


Aa) 


—O, 


Im%) 


D) 


und ersetzt hierin RE durch 


a rg) 
so geht die Be fürs 0,10 
fn (0) = AM gm(0) 


+... gm (g,) ea 


über und deshalb wird 


Ist der Grad von f kleiner als der von g, so fällt die ganze 
Function p(x) aus dieser Gleichung heraus; ist f(x) vom Grade m—1, 
so gibt der Vergleich gleichnamiger Potenzen in der Relation 


7 fa,) g@) , 


En g(m,) 2-0, 


fi) = oa + a0? + +4 m = 


Wenn endlich die ganze Function f„ von niedrigerem als dem 
(m — 1)! Grade ist, so wird die Summe der Üvefficienten der Partial- 


* 


dals 


ist, 


brüche, in welche der Quotient E zerlegt ist, 


Are 


\ 
ge), 
9 (e,) 


A+4+:: 4 m- 


Will man die Coefficienten An in dem Falle einer vielfachen 
Nullstelle &, des Nenners 


Im = (a — a)" Im-m, 
in analoger Weise bestimmen, so gehe man von der Zerlegung 


IE (&) mn (%) Qı (®) 
Im (x) De a (2) " Ba Im—mı (®) 
oder 
(A) m 
fl&) AD SERIE Amı ea", (@) 
RE Zi = = = ii ER ie (x — 4)" 9@) 
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aus, multiplieire diese Gleichung mit 1 setze dann: 


IE) = ee Sr & atı9 en N er, m” an 


f(&) — f(«,) + fe) — Serra: f («,) (x -. 
P.(&) = P(«,) + P%(«,) a A ER P@ («,) nr 


wobei angenommen ist, dals f(x) nicht die Nullstelle @, besitzt, und 
vergleiche dann die beiden Seiten der nach Potenzen von (« — «@,)=h, 
zu ordnenden Gleichung. Es folgt die Reihe von Beziehungen: 


mı) 
am flo) 


a ) PR) f (e) 
OB 2 a) g 1 1 
Am-ı m! + Am a N DEN 
mı) (mı+1) (m —1) (m—1) 
g"” u grT la) Wo] (&4) t (4) 
4,0 +40 (m +2)! er Au a ee 


1 « 
aus die Werthe von A) successive zu entnehmen sind. Man 


sieht unmittelbar, dafs alle Coefficienten A\) verschwinden, wenn f(x) 
die m, fache Nullstelle «, besitzt, und das sollte natürlich eintreffen. 


Da die m, Coefficienten a0 hier durch die 2m, Grölsen g)(«,) 
und f"»(&,) und somit alle Öovefficienten 4 durch 2 m Gröfsen be- 
stimmt sind, endlich die ganze rationale Function ,_m na — m+1 
Ooefficienten enthält, muls die rationale Function 12 n--m--1 con- 
stante Grölsen besitzen, und man wird dieselbe angeben können, 
wenn ihre Werthe an n+m--1 Stellen 

U —— &5 & DEOIOO N Ent, ... Cr 
vorgegeben sind. Die zugehörigen Werthe heifsen 


No» Nı» -»-- Nmy Nmtly - - » Nm-n« 
fr Fn 


Gäbe es zwei Functionen are: 


m m 


der verlangten Art, so mülste die 


Gleichung 
I Gn 3 #,0n>= 0) 


(n-Hm)! Grades (n-+m--1) Wurzeln & haben; das geht nicht an, 
folglich ist die Forderung eine bestimmte und es fragt sich nur, wie 
die arithmetische Abhängigkeit der rationalen Function von dem Werthe 
der Variabeln ausfallen muls, damit die Function den Anforderungen 
genügt. 


Setzt man zunächst voraus, dafs » der Werthe n etwa nm-+» 
(v=1,2,...n) Null sind, dann besitzt der Zähler f„ die Gestalt: 
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ü Ile — Er); 


v=1l 
wo a vorderhand willkürlich ist. — Die Function 9, muls für @—E, 
(«„=0,1,2,...m) den Werth 


TE Ll«. RE Er) >= Eu 


fa (8u) 


annehmen, sonst könnte 
Im(E.) 


nicht gleich n. werden. 


Bezeichnet man 


Lie - = s@. 


so wird der Nenner nach der Lagrange’schen Formel gleich 
Der BREI 
ee Pleu) (@— &u) 
fa 


Die Function 1 welche an den Stellen 


zu setzen sein. 


Ze 04m) dien \Werthe’n,, 
an den Stellen &., vw=1,2,...n) den Werth Null 
annimmt, erhält dann die Gestalt: 


et 
m (=) Le. — Em») 
2> leerer) 
Gibt man der willkürlichen Constanten « den Werth 
No N + Nm at NoNi--- Nm 
Ile»: [Je-#». [em [le 
v v v KV 


und bildet darauf die Summe aller aus dem Zähler al [« — Er) 


und ebenso die Summe aller aus dem obigen Nenner durch Permuta- 
tion der Indices 

0,1,2,...m,m+1,...m+n 
entstehenden Ausdrücke, so ist der Quotient derselben die ursprüng- 
lich verlangte Function m .*) 
m 


*) Die Lösung der letzten Aufgabe stammt von Cauchy her. 
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Potenzreihen einer und mehrerer Variabeln. 


$ 26. Gleichmäfsige Convergenz. 


Wie wir das System rationaler Zahlengrölsen verwandten, um die 
allgemeineren irrationalen Grölsen zu definiren, wollen wir die ratio- 
nalen (ganzen und gebrochenen) Functionen zur Bildung neuer mit 
den Variabeln veränderlicher Gröfsen benützen. 

Verknüpft man rationale Functionen eine endliche Anzahl Male 
durch die elementaren Rechnungsoperationen, so entstehen immer 
wieder rationale Functionen. Um etwas Neues zu Tage zu fördern, 
müssen wir eine unendliche Anzahl rationaler Functionen 


ha), Bla), Pa), +-> 
vorlegen und diese verknüpfen, etwa durch Summation. Wir stellen 
uns also geradezu die Aufgabe, die Summe unendlich vieler rationaler 
Functionen 


> f(@) = F(a) 


v—1 
zu untersuchen. 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dafs diese 
Summe an einer Stelle <= x, eine bestimmte (von der Anordnung 
der Summanden unabhängige) Bedeutung habe, besteht in der Con- 
vergenz der Reihe der absoluten Beträge: 


De 


vl 
denn dann kann man nach Annahme einer beliebig kleinen Grölse Ö 
stets ein solches v=mn ausfindig machen, dafs der absolute Betrag 
jeder Differenz 


? 


= I) en Kan) |< 


sobald nur m = n ist, 
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Damit die durch die Summe definirte Grölse F(x) die rationale 
Function umfasse oder nur irgend etwas mit der rationalen Function 
. gemein habe, müssen wir voraussetzen, dals die Summe nicht blos 
für einzelne Werthe der Variabeln, sondern für alle Stellen eines wenn 
auch noch so kleinen Bereiches in der Umgebung einer ersten Stelle =, 
absolut und somit auch unbedingt convergirt. 

Soll die unendliche Reihe in einem Bereiche unabhängig von der 
Anordnung ihrer Glieder f, d. h. unbedingt convergiren, so muls man 
nach Annahme einer Grölse ö eine unendliche Anzahl von Gliedern 
derart abtrennen können, dafs der absolute Betrag der Summe von 
beliebig vielen der übrig bleibenden Glieder für jeden Werth von x 
aus dem Bereiche um x, kleiner ist als d. Diese Bedingung wird 
offenbar erfüllt sein, sobald man eine Reihe solcher positiver Grölsen 

Gy Ogy men Ony ren. 
von endlicher Summe angeben kann, dafs für jeden der in Rede stehen- 
den Variabelnwerthe 


le 2): 


Die Gesammtheit der Stellen x,, für welche die Convergenzbedingung 
erfüllt ist, constituirt den Convergenzbereich der Summe. Dieser Be- 
reich besteht nothwendig aus einem oder mehreren von einander ge- 
trennten zweifach ausgedehnten Bereichen und jeder bildet ein zu- 
sammenhängendes Uontinuum. 

Ob der Convergenzbereich einer Summe rationaler Functionen 
stets begrenzt sein mufs, ob er sich «n das Unendliche erstrecken d. h. 
die Umgebung der umendlich fernen Stelle <= oo enthalten kann, 
werden wir zu untersuchen haben; hier mag nur hervorgehoben werden, 
dafs der Convergenzbereich der Summe einer endlichen Anzahl ganzer 
rationaler Functionen durch die Stelle oo, der der Summe einer end- 
lichen Anzahl echt gebrochener rationaler Functionen durch die Null- 
stellen der Nenner begrenzt ist, indem die einzelne dieser Functionen 
an den Stellen, wo der Nenner verschwindet, unendlich wird, und an 
der unendlich fernen Stelle das einzelne Glied der Partialbruchzerlegung 


Null ist, weil der absolute Betrag dort verschwindet. — 
Man sieht leicht, dals die Summe > f,(&), welche einen Con- 


vergenzbereich besitzt, keineswegs eine stetig veränderliche Gröfse 
y= F(&) definiren muls; denn wenn F(x) an einer Stelle ©, des 
Convergenzbereiches stetig sein soll, so muls man nach Annahme 
einer willkürlich kleinen Grölse ö eine Umgebung e von x, angeben 


können, dafs für alle.der Bedingung 
g%* 
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e—-n|<e 
genügenden Stellen x der absolute Betrag 
IF) — Fa) | 


He) RAR) + | 

kleiner wird als d und diese Bedingung braucht nicht erfüllt zu sein. 
Wenngleich der absolute Betrag jeder einzelnen Differenz A) _ en), 
beliebig klein gemacht werden kann, ist durchaus noch nicht noth- 
wendig, dafs der absolute Betrag der Summe unendlich vieler beliebig 
kleiner Gröfsen Öd, endlich oder gar kleiner wird als 6. 

Denkt man nach Fixirung eines endlichen Convergenzbereiches 
unserer Summe in jedem Punkte des Inneren und der Begrenzung ein 
Loth auf die Ebene der Variabeln x errichtet und darauf eine Strecke 


Dh) 


ist, so kann es möglich sein, dafs um den Endpunkt jedes Lothes 
eine Kugel zu legen ist, welche keinen anderen Endpunkt enthält. 
Dieses Bild veranschaulicht, welch grolse Regellosigkeit in den Werthen 


Dr@ 


Convergenzbereich existirt. 


Wir wollen die Convergenz der Summe >) f,(@) so beschränken, 


oder 


abgetragen, die als Maals des absoluten Betrages anzusehen 


selbst dann zurückbleibt, wenn wir annehmen, dafs ein 


dals die durch dieselbe definirte Gröfse F'(x) ebenso wie die rationale 
Function stetig wird. Wir setzen fest: 


Die unendliche Reihe D 5) convergire im einem Bereiche 


(A) derart, dals sich nach Annahme einer willkürlich kleinen posi- 
tiven Grölse Öö eine ganze Zahl m so bestimmen lälst, dafs der ab- 


solute Betrag der Summe 
D>r,@) 


für jeden Werth von n > m und jede Stelle x des Bereiches kleiner 
wird als d. Dann heifse die Reihe in dem Bereiche (A) gleich- 
mä/fsig convergent.*) 

So ist z. B. die Reihe 


Ze 
v0 
in dem durch die Bedingungen 
Ial=&<1 


*, Weierstrafs, Abhandlungen aus der Functionenlehre 8. 70. 
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definirten Bereiche gleichmäfsig convergent, denn man kann eine ganze 
Zahl m so bestimmen, dafs 
tet. )<e+et4. 

für jedes n > m und jede der genannten Stellen kleiner wird als eine 
beliebig kleine Grölse 6. 

Offenbar liegt in dieser Definition der gleichmäfsig convergenten 
Reihe nichts, woraus man schliefsen könnte, die Reihe sei auch unbe- 
dingt convergent. Nehmen wir daher nur an, dafs die bestimmte Reihe 


Kar ht 
bei der angegebenen Gliederfolge für x = «a convergirt, so kann man 
möglicherweise der Stelle = a eine solche Umgebung r zuordnen, 
dafs die Reihe für alle der Bedingung |x — a| <r genügenden Werthe 
gleichmälsig convergirt und man sagt dann, die Reihe convergirt in 
der Nähe von a gleichmäfsig. 

Die für die Art der gleichmälsigen Convergenz charakteristische 
ganze Zahl m ist auch als obere Grenze derjenigen Werthe zu deuten, 
welche sich ergeben, indem man für die in Rede stehenden Stellen x’ 
Zahlen m’ sucht, bei denen 


DIN -D he) 
1 1 

wird, sobald n’> m’ ist. — Ist die obere Grenze nicht endlich, so 
kann zwar die Reihe an jeder einzelnen Stelle convergiren, sie con- 
vergirt aber nicht gleichmälsig in dem durch die Gesammtheit der 
Stellen constituirten Bereiche. 

Die Umgebungen jeder einzelnen Stelle a, in deren Nähe die Reihe 
gleichmäfsig convergirt, haben eine obere Grenze R. Die Gesammtheit 
der durch die Bedingung 


=) 


a —al<.R 
gekennzeichneten Stellen nennt man kurzweg die Umgebung von (a). 
Geht man von dieser aus, so gelangt man — den Begriff der Um- 
gebung in diesem Sinne nehmend — auf bekannte Weise zu einem 
Continuum von Stellen, in deren Nähe die Reihe gleichmälsig con- 
vergirt, dem Dereiche gleichmäfsiger Convergenz. 

Weifs man, dafs eine Reihe in der Nähe jeder Stelle gleichmäfsig 
eonvergirt, die im Innern oder auf der Begrenzung eines Oontinuums 
liegt, so convergirt sie auch in dem ganzen Bereiche gleichmälsig. 

Dieser Satz ist gerade so zu beweisen, wie der bereits erledigte 
Satz: eine an jeder Stelle eines Oontinuums stetig veränderliche Gröfse 
ist in dem gamzen Continuwum stetig, und darum unterdrücken wir hier 
den Beweis. Es soll nur bemerkt werden, dafs der Radius der Um- 
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gebung einer der Umgebung R von a angehörigen Stelle b innerhalb 
der Grenzen liegt 
R—d und R-+d, 
wod=|b — al ist. 
Jetzt behaupten wir, dals die Summe einer Leihe innerhalb shres 
Bereiches gleichmäfsiger Convergenz eine stelig veränderliche Gröfse ist. 


In der That: ist a eine Stelle, in deren Nähe die Reihe D' ri) 

v=1l 
gleichmälsig convergirt, und ist Ö eine beliebig kleine positive Grölse, 
die wir in die Summe von d, und d, zerlegt denken, so kann man 
eine ganze Zahl m derart angeben, dals in gewisser Nähe von a der 


absolute Betrag von 
Dura 


vzn 


kleiner wird als eine Gröfse &, sobald » > m ist, und 


Io ka) < Dro|+ Dr 


wird. Wählt man dann noch eine Umgebung von a so klein, dafs auch 


D (ie) — 4a) 


v=i 
wird, so ist die für die Stetigkeit von F'(x) an der Stelle « noth- 
wendige Bedingung 


0, 


a) 


IF@) — Fla)| < 
erfüllt und die Behauptung erwiesen. 


Von einer unendlichen Reihe rationaler Functionen mehrerer Va- 
riabeln 


[es] 
Den Bye) ll, %,... u) 
vi 


sagt man ebenfalls, sie convergirt in einem 2n-fach ausgedehnten zu- 
sammenhängenden Brick gleichmälsig, wenn man nach Annahme 
einer beliebig kleinen Grölse d eine ganze Zahl m so angeben kann, 
dafs der absolute Betrag der Summe 


De er) 


für jede dem Bereiche angehörige Stelle (x) kleiner ist als d, sobald 
n > m ist. 

Convergirt die Reihe in der Nähe einer Stelle (x) gleichmäfsig, 
so kann man, von diesem Bereiche ausgehend, ein 2»-fach ausgedehntes 
Continuum von Stellen finden, in deren Nähe die Reihe gleiehmäfsig 
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convergirt. In diesem Bereiche gleichmälsiger Convergenz ist die durch 
die unendliche Reihe definirte Gröfse wieder stetig, denn man kann 
einer Stelle (a) dieses Bereiches eine solche Umgebung (6) zuordnen, 
dafs für jede Stelle (a + h), wo 

re 80, N N 
der absolute Betrag der Differenz 


Fa th, a Eh, ...m + 1%) — Fla, a,...0,) 


kleiner wird als eine beliebig kleine vorgegebene Gröfse. 


8 27. Potenzreihen. 


Wir beschäftigen uns nunmehr mit den aus unendlich vielen 
ganzen rationalen Functionen einer oder mehrerer Variabeln: 


Kea) = n0, Fasune um lEi) La En) An. ee. an 


gebildeten Reihen: 


e3 ) | 
R * 
3 en > RR Hy Ka og? 0.80 ann, ) 
v=0 


(u,)=0 
die nach ganzen positiven Potenzen fortschreitende Potenzreihen heilsen, 


und mit 
Pa), Bla, 2, -. - u) 
bezeichnet werden sollen. 

Soll die unendliche Potenzreihe an einer Stelle « oder (a) einen 
von der Summationsfolge unabhängigen endlichen Werth besitzen, so 
muls die Summe der absoluten Beträge der einzelnen Glieder an der 
genannten Stelle convergiren. Wenn diese Summe für das Werthe- 
system 2 = a respective u—=qa, (v=1,2,...n) nicht endlich ist, 
kann die Summe umsoweniger an einer Stelle convergiren, für die 

le] >\al ode || > || v=1,2...n) 
ist. Wenn aber in der Potenzreihe B(x) der absolute Betrag jedes 
Gliedes. |a,”| für einen Werth von x mit dem Betrage &, endlich und 
deshalb kleiner bleibt als eine positive angebbare Gröfse g, so «st dve 
Reihe für alle der Dedingung 
«| 57 & = & 
genügenden Werthe absolut und gleichmä/sig convergent. 
Der Voraussetzung zufolge ist 
Ia,a”| = |a,| 5” < 9, 
und daher 
orale <9(},) 


*) Wo (u,) = 0 anstatt u, We, ..-4, = 0 geschrieben ist. 
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Weil dann 
| : SUN SE ER 
BoIs Ziale<o2 (&) 9-4: 
0 

& 


und hierin = <1 ist, bleibt der absolute Betrag der Potenzreihe 


0 
und die Reihe der absoluten Beträge der Glieder @,x” endlich, welches 
auch der Werth von |x2|=&< &, sei. 

Die Potenzreihe ist in dem durch die Bedingung |z| < &, defi- 
nirten Bereiche auch gleichmäfßsig convergent. Denn wenn eine be- 
liebig kleine Grölse ö vorgegeben wird, so kann man immer eine ganze 
Zahl m so bestimmen, dafs | 
Dar 


indem in der Ungleichung: 


Ss) n 
SD are er 
102,208 


vzn 


zo m zm), 


0 

die rechte Seite durch passende Wahl von » der Forderung gemäls 
beliebig klein zu machen ist. 

Die Potenzreihe B(x) ist als gleichmälsig convergente Reihe .n 
dem Convergenzbereiche stetig. 

Ertheilt man x einen besonderen Werth x,, so sind durch die ab- 
soluten Beträge 

la,2,] Sr zer) 


unendlich viele positive Grölsen definirt, welche eine obere Grenze be- 
sitzen. Ist diese Grenze endlich, so convergirt die Reihe für jedes x, 
welches der Bedingung |x| < |x,| = &, genügt. Nun sind auch un- 
endlich viele Gröfsen &, definirt, die selbst eine obere Grenze R haben, 
und solange |x| < R, convergirt die Reihe. Ist aber |x| > R, so 
divergirt die Potenzreihe, denn dann werden einzelne Glieder unendlich 
grols. Für die durch die Bedingung |x| = R charakterisirten Stellen 
kann die Reihe durchweg convergiren, oder divergiren, oder an ein- 
zelnen Stellen divergiren und an anderen convergiren, darüber kann 
man hier nicht entscheiden. 

Der Convergenzbereich der Potenzreihe B(x) ist darnach in der 
Ebene der Variabeln durch eine Kreisfläche mit dem Radius R um die 
Stelle x = 0 repräsentirt, und R heilst der Convergengradius. 

Für die Potenzreihe PB(x,, &, ...%„) bestehen analoge Sätze. 

Kann man solche Werthe «0, ©,9, ... x® mit den absoluten 
Beträgen 8,9, 8,9%... 80 angeben, dals der absolute Betrag jedes 
Gliedes der Reihe für dieses Werthesystem kleiner bleibt als eine 


\ 
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angebbare Gröfse g, so convergirt die Reihe für alle durch die Be- 
dingungen 

| — ol <.80, „«w=il,2..,n) 
bestimmten Werthesysteme (x) absolut und gleichmälsig. 

Für solche Werthesysteme ist wieder: 


| Mi 2 En \A 
N EN y zul ; (Ge) \ 
n 
und deshalb 


BEN. RS 


ee Bar rn. a Et > 5 o) (6 a F ( = )® 
(u,)=0 % (“0 c 
ab N | ” 
te n)lt= &2 al) ) 
g, 9 &,(0 0) 
Die Reihe B(z,, &,, - . . &n) convergirt in der Umgebung (&) der 


Stelle (0) unbedingt, denn die rechte Seite unserer Ungleichung bleibt 
daselbst endlich, sie convergirt aber auch gleichmäfsig, da man stets 
solche ganze Zahlen m,, my, ..: m, finden kann, dals der absolute 
Betrag der Reihe 


[6°) 


Bar Do 
(H)=(n,) 
der ja kleiner ist als 
g Ei, nı 2 Na . En \Rn } Y 1 
AED en N aD Nutz den \ 
8,9 8,0 g0 


an jeder Stelle der genannten Umgebung von (0) kleiner gemacht 
werden kann, als eine beliebig kleine vorgegebene Grölse ö, sobald 
nur , > m, N DM, ..:m>mM,. Dann ist es aber ein Leichtes, 
gerade die Bedingung erfüllt zu sehen, welche die Definition der gleich- 
mälsigen Convergenz vorschreibt, wenn man nur m die grölste der 
Zahlen m, nennt. 

Um eine Zahl m der verlangten Art ausfindig zu machen, denke 
man die kleinste der positiven Grölsen 8,9%, 80 ...8@ ausgewählt, 
— sie heilse &% — dann wird die gegebene Reihe an allen Stellen 
(x), für welche 


[TR Zu Re 


*) Die hier angeschriebene Gleichheit können wir leicht bestätigen, da wir 


: : ae 1 : 
wissen, wie man die für Fi v=1,2...n) zu setzenden unendlichen 
v 
1:0 
v 


Reihen mit einander multiplicirt. 
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150, Te 1,,2%) 
absolut convergiren und man darf die Reihe nach den Gliedern glei- 
cher Dimension u, +4, ++, = u ordnen. Ersetzt man hierauf 
2, lduxch Koser (Dee 
wo die von Null verschiedenen Gröfsen c, nur die Bedingung zu er- 
füllen haben, dals nach der Substitution die Coefficienten der Potenzen 
von x nicht alle verschwinden, so erhält man eine Reihe: 


u=0 
und für diese suche man ein m so, dals für alle Stellen der kleinsten 


(0) 
der Umgebungen 5 der absolute Betrag jeder Summe 


BE 
ID’ Aue (m’ > m) 
u=m 
kleiner wird als d. — Dann ist die Zahl m eine der verlangten Art. 


Ist 8% die kleinste der Gröfsen 8,9, 8,9... 8@ und R ihre obere 
Grenze, so convergirt die Potenzreihe für alle Stellen des Bereiches 
a Wa m ee ie 

Die Reihe convergirt möglicherweise auch für Werthesysteme 


(p 
ee. My Up 2. Cu); 
für die 


= roh, 2 Reaberrre Ohr 
Wir schenken aber der eben definirten Grölse R unsere Aufmerksamkeit, 
weil wir gerade diese den Oonvergenzradius nennen können und damit 
eine Bestimmtheit der Ausdrucksweise erzielen, wie bei der Potenz- 
reihe einer Variabeln. 


S 28. Der wahre Convergenzradius einer Potenzreihe einer 
Variabeln. 


Wir kehren zu den Potenzreihen ® (x) -, q,%” zurück und be- 
N) 


merken, wenn der absolute Detrag des Quotienten der Coefficienten 


aufeinanderfolgender Glieder stets gröfser ist als eine noch so 


%,+r1 
kleine aber endliche Gröfse r, so ist die Potenzreihe mindestens solange 
convergent als |x| <r 3st. 


Es folgt aus den Ungleichungen : 


1 a 


44 v 


un) 


Ag 


en 


Tr 


1 
ah z pn 


durch Multiplication 
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1 
| &% 


für jedes v, d. h. der absolute Betrag jedes Gliedes «a, x” bleibt kleiner 
als die endliche Gröfse |a,|, wenn nur |x|<r ist, aber dann con- 
vergirt die Reihe für alle Werthe des durch die Bedingung |x| <r 
bestimmten Bereiches. 

Der so gefundene Convergenzbereich braucht nicht der „wahre“ 
zu sein, d. h. derjenige, welcher das Gebiet der Stellen, wo B(z) endlich 
ist, von dem Gebiete trennt, wo die Potenzreihe divergirt. 

Die Existenz dieses wahren Convergenzkreises ist uns zwar schon 
klar, doch wollen wir einen Beweis für dieselben erbringen. Wir be- 
haupten also: 

Wenn eine Potenzreihe ®(x) für gewisse Stellen endlich und für 
andere in grölserer Entfernung von der Stelle «—=0 nicht endlich 
ist, dann gibt es einen wahren Convergenzkreis. 

Der Voraussetzung nach findet sich in der Reihe von Werthen: 


PO, PD, R@). 


ein erster nicht endlicher z. B. P(n + en dann gibt es in der neuen 
Werthereihe 


Bm), Bln+.), Platz) PR+"z), P@+D 


wieder einen letzten endlichen Werth, er heilse Bln + ), 
stimmen wir ferner einen letzten Werth: 


n+ + 


m? ? 


oder ja,\r” < |a,| 


für welchen ®(x) endlich ist, fahren so fort und nehmen gleich an, 
dals wir durch eine endliche Anzahl von Successionen nicht zu dem 
wahren Convergenzradius gelangen, so haben wir eine Gröfse 


Bu une 


m 


definirt, die wegen der Beichungen 


m Ma Mg 1 


<1, er Re a ta Ns 


und der Ungleichung 


on le tt nee 


mit » endlich ist. Diese Grölse ist der wahre Convergenzradius, denn 
nach Annahme einer willkürlich kleinen Gröfse d kann man stets eine 
ganze Zahl v so bestimmen, dafs 
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m m m, 1 1 
ll ee 
m 


wird, und 


Betr mr...) 


m” 
ist noch endlich, aber für eine positive Gröfse «= R’> R kann die 
Potenzreihe nicht mehr convergiren. Man kann zwar die ganze Zahl 


v noch so wählen, dafs 
1 


Rh —<R 
m 


bleibt, aber der Definition von R zufolge kann B(R - el nicht 
endlich sein. ie 

Der Kreis mit dem Radius R um die Stelle x—= 0 hat demnach 
die Eigenschaft des wahren Convergenzkreises. 

Eine Potenzreihe kann entweder für jeden endlichen Werth der 
Variabeln oder beständig convergiren, dann ist der wahre Uonvergenz- 
radıus unendlich, oder sie hat nur einen unendlichen Convergenz- 
bereich um die Stelle Null (der wahre Convergenzradius ist endlich), 
und schliefslich kann sie den Convergenzradius Null haben, wie z. B. 
die Reihe Bi 


Ra)= Int —1l+a+ 2! 43a... 


n=0 


Wie klein man hier auch |«| annehmen mag, die Werthe |n! a*| 


wachsen mit » ins Unendliche und der Quotient ebenso, daher 


N! 
n—1n! 
ist R und natürlich auch r Null. 


Die Reihe 


48 Au> ch 
ee 
convergirt Jedenfalls für die Werthe x, deren absoluter Betrag kleiner 
ist als 1, denn der Quotient 


(a) ae) (0, 12) 


N 


hat den kleinsten Werth 1. Der wahre Üonvergenzradius R ist 
aber grölser alsr = 1, und zwar unendlich, denn wie gro/s man auch 
|«| = & wählen mag, der absolute Betrag der einzelnen Glieder bleibt 
unter einer angebbaren Gröfse 9. Man kann ja zu jedem endlichen 
Werthe E ein » so bestimmen, dals 


nesen-—|, 
und dann bleibt der absolute Betrag jedes auf das n!° folgenden Gliedes 
as 
— (m —ı1) 
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Die Reihe 
1+2+22+-::.:-+20+-:-: 


besitzt den endlichen Convergenzradus R=r—1. 


S 29. Ein Satz über die Coefficienten der Potenzreihen. 


Wir haben jetzt einen Satz zu beweisen, der uns einen richtigen 
Aufschlufs über dieCoeffieienten convergenter Potenzreihen geben wird.*) 
Sind in der rationalen Function 
2) = a + a2 + a,0® +... + 0,0”, 
die Exponenten m,, m, ... m, positive und negative ganze Zahlen, 
und bezeichnet g die obere Grenze der Werthe von |f(x)| für alle 
Werthe x mit dem absoluten Betrage &, so hat g den Werth |a| 
zur unteren Grenze. 
Versteht man unter © eine Grölse von dem absoluten Betrage 1, 
die aber keiner der Gleichungen 
»e=1 (e=1,2...r) 


genügt — und solcher Grölsen gibt es unendlich viele, da wir nur 
eine endliche Anzahl von Werthen ausgeschlossen haben — und bildet 
man die Ausdrücke: 

r(&) = at a, 8m + 0,8” a 


TE ©) —=4y — a; Emı Ymı - A, Em; Om — FE re A, Er Or 
f(& ©?) =a+e, Em 92 mı +0, Em: (92 m In: + 4,8” 0°" 


f@ Or) — Ay + a gm OR—) m, + G, Em OR-1)m; + ae % d, Er gar) m;. 
so wird die Summe dieser nach Division durch » 


n—1 r * Mg n 
Senn Na et. 
v=0 e=1 
Der absolute Betrag der linken und deshalb auch der absolute Be- 
trag der rechten Seite ist nicht grölser als die obere Grenze g. Rechts 
kann aber zufolge der Voraussetzung über die Grölse © kein Summand 
über jede Grenze wachsen, und bei hinlänglich grolsem n wird der 
rechtsstehende Ausdruck von a, um eine beliebig kleine Grölse d, ab- 
weichen; sein absoluter Betrag 
lao + Ön| 
wird kleiner als g, oder höchstens gleich 9. 
Wäre nun |a,| > 9, so könnte man ein n so bestimmen, dals auch 


Io 1%|>Y 


*) Siehe Pincherle 8. 334 und Weierstrals 8. 93. 
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würde, aber dann mülste wegen der Ungleichung: 


la + | > Iao| — |9%| 


auch 
Io +|>4Y 
sein. Das ist nicht der Fall, folglich wird in der That 
|u|l<9- 
Ist hierauf die obere Grenze der Werthe einer convergenten 
Potenzreihe 


Bo) Dar 


mit dem Convergenzradius R für diejenigen Werthe x, deren ab- 
soluter Betrag |x| = 8 < R ist, gleich g, so genügt der absolute 
Betrag des Coefficienten a, der Ungleichung oder Gleichung: 


|.|<g-8”. 
Bildet man nämlich das Product: 
Pa) =yr ta, arm... +11, +12 mp0, 


so kann man in der Reihe 


M=0 
ein u =m so angeben, dals der absolute Betrag 


oO 


> AytuxH 


u=m-+1 


für die der Bedingung |x| < & genügenden x Werthe kleiner wird als 
die beliebig kleine positive Grölse e. Ist dann Ö eine Gröfse, deren 
absoluter Betrag |ö| < & ist, so wird 


gEr >| FH tt mpEt 44m" 0] 


und umsomehr 
m 


> Aytu Ah 


== 
Die obere Grenze der rechten Seite, wo |x| = 8 zu setzen ist, wird 
nach dem früheren Satze niemals kleiner als |a,|, daher ist 
35” +e>|a|, 
und weil & willkürlich klein ist, gilt 
|| <g5” oder g> |a,|&. *) 
Ist eine Potenzreihe mit negativen Potenzen 


gg” +e> 


*) Man beachte, dafs dieser Satz und der voranstehende Hilfssatz nur be- 
wiesen werden kann, wenn wir Cömplexe Variabeln in Rechnung ziehen. 
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nt ana + anxr? +: --+aya +4: — > RE 


v—0 
Kl) 
BH 
bezeichnen, vorgelegt, so lassen sich für diese die früheren Betrach- 


tungen wiederholen, wenn man nur bemerkt, dafs sie durch die Sub- 
stitution 


die wir am besten mit 


1 
—— 


in eine Reihe ‘5(y) übergeht. 
Wenn ®(y) in dem Bereiche |y| < R um die Stelle y—= 0 con- 


vergirt, so convergirt BL) aufserhalb der um die Stelle x = 0 liegen- 


den Kreisfläche mit dem Radius - —= R,, denn zu einer Stelle in dem 


ersten Bereiche gehört eine und nur eine Stelle des zweiten Bereiches 


und umgekehrt und die Grenzstellen |y| = R haben ihre entsprechen- 


1 


den auf dem Kreise |x| = 


Ist die obere Grenze der Werthe |®(y)| für die der Bedingung 
y|=n< R genügenden y Werthe g, so gilt 
la.|<gn#, 
und wenn |2|=$ = = ist, 
la|<gE. 
Der ‘Convergenzbereich einer aus unendlich vielen Gliedern mit 
positiven und negativen Potenzen gebildeten Reihe 


+» 
Pa=- Dar Bd) +B(z 


De) 


kann nur ein Kreisring, d.h. ein durch die Bedingungen 
3 «| <ER, 
definirter Bereich sein, denn wenn die Reihen 


Bl) = > Ay, —B )= > amc” 


für solche & Werthe convergiren, deren absoluter Betrag 
|e|< R, respective |x| > R, 
ist, kann die Summe nur in dem genannten Bereiche endlich sein. 
Ist: Ry>. Ry;5: ds h.venthält ‚der Bereich, ‚wo |x| < R; ist, keine 
Stelle, welche aufserhalb der Umgebung R, der Stelle Null liegt, so 
convergirt die Reihe P(x) nirgends und ist A, = R, ‚ so kann P(x) 
höchstens, an, Stellen ..des Rlreidss la|,=«R,; convergiren. 
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Zur Ableitung des dem früheren analogen Satzes für die Coeffi- 
cienten einer Potenzreihe 


Pla, 2. m) =, Wurm... RR. 0" 


benöthigen wir den Hilfssatz über die rationale Function: 
fa; Kg wre &n) = 
1 1 () nr) 
= +. + + am en > 


in der m,'®, my9)...m® ((=1,2..r) positive oder negative Zahlen 
bezeichnen, welchem Satze gemäfs die obere Grenze g der Werthe von 


Iflaı, 8,» @n) | 
für alle Werthesysteme (x, &, ...%„), bei denen 
al, al... an] — En 
ist, die untere Grenze |a,| besitzt. 
Wählt man n Gröfsen ®©,, ®©,... ©, derart, dafs 
9-1 %=1, ...|&,|=1, 
aber ©, keiner der Gleichungen 


my!) PAR: m,”) 


il ymiel,...y 


genügt und bildet man die Summe: 


D'rE On Be) = 


1 


a (0 „(e) 
we + 219 a & me ne) Em 1— KO Pula g ee Or m° 
=% m" e>1 2 a r2r8 m,(® De m,(e) 

e=1 ee — 9% 


m m,g) 
BE 


1 
m" 
( 


m,(®) 
1— O," 


so ist der absolute Betrag dieser Ausdrücke nicht grölser .als 9. Da 
die rechte Seite nach passender Wahl von m beliebig wenig von a, 
verschieden sein wird, etwa um d,„, so ist 


Ir = 


Wäre nun |a,| > 9, so mülste auch ein solches d,, existiren , dafs noch 


Iao| — |n| > 9 
und umsomehr 
la + du| > 9 
ausfällt. Der so hervorgebrachte Widerspruch verlangt, dafs man 
|u1<9 
setzt. 
Ist dann die obere Grenze der Werthe von |B(&,, #5, .. . &)| 
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für alle Werthesysteme (x), für welche || &, w—1,2,...n) 
ist, gleich g, so wird 
|@ı, u. | Tee, ar Een, 


und für solche Stellen (x), die innerhalb der durch die Grölsen E, 
fixirten Umgebung der Stelle (0) liegen, ist 


Ma |, | 77 
era 


Dann wird also der absolute Betrag des einzelnen Gliedes unserer 
Potenzreihe nicht grölser als der des gleichnamigen Gliedes der Reihe für 


g 


-2)(-8):-(-®) 


Die Erweiterung dieses Theorems auf den Fall einer Potenzreihe 


+» | 
d 
DB: en) Fe On an A. Klin — 
u) ® 
S 
’ 
= Pla, 2...) HD ara. mark... wm, 
(4,)=0 
wo der Strich bei der Summe anzeigt, dafs man die Combination 
O7 
K=W=...—= 4 —=0 auszuschlielsen habe, bildet keine Schwierig- 


keit. Es mag nur hervorgehoben werden, dafs der durch die Be- 
dingungen 

TE ne Eee) 
definirte 2n-fach ausgedehnte zusammenhängende Convergenzbereich 
auch dadurch ausgezeichnet sein kann, dafs einige der Grölsen R,® 
verschwinden. 


$ 30. Summen unendlich vieler Potenzreihen. 


Die Addition einer endlichen Anzahl von Potenzreihen B,(z) oder 
P,(z), die einen gemeinsamen Öonvergenzbereich besitzen, bedarf keiner 
weiteren Erwägungen, denn es ist klar, dafs die Summe der Reihen 


2 +» 
B,(e) —) amz* oder P,(«) —)> and (v—1,2...n) 
u=0 u=—o 
selbst wieder Potenzreihen 


> Pr(a) -S (ad a9 +... + am)ar 


Vz=UV 


oder 3 (2) 5 (al) -- a) En.o al) gi 


vo u=—o 


Biermann, Functionentheorie, 10 
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sind, die in dem den gegebenen Reihen gemeinsamen Convergenzkreise 
oder Ringe convergiren werden. 

Sind unendlich viele Potenzreihen gegeben, so können wir die 
Summe nicht ohne Weiteres durch Vereinigung der gleichnamigen 
Glieder in eine Potenzreihe 

[e} © 
Bon x“ oder D ch 
==0 uw=—o 


transformiren,, wo 
o 


Marz m 

gi n a 

ist. Setzen wir aber fest, dafs man einen Kreis mit dem Radius R 
oder einen Kreisring mit den Radien R, und R,(O<R,<R,) an- 
geben kann, in welchem nicht allein jede einzelne Reihe ®,(x) bezw. 
P,(x), sondern auch die Summen 


Dip, (2) resp. Dr.) 


El v1 
der in bestimmter Aufeinanderfolge gegebenen Reihen 
Da), Ba) 
endlich sind und für alle x Werthe von gleichem absoluten Betrage 
gleichmäfsig convergiren, so kann man zeigen, dals die Summe 


Sat A 


vl 
für jeden bestimmten Werth von u einen bestimmten endlichen Werth 
annimmt und in den genannten Bereichen die Reihen 


j Pi2)= - Ir resp. P(«) en aa 


mMZzZ—o 


unbedingt und gleichmälsig convergiren und 


Ba) De), Pla) - I, (2) 


v=1 
wird. 
Wir beschäftigen uns mit dem Falle, wo die unendlich vielen 


Reihen 
I), ee 
gegeben sind.*) 
Ist r eine in dem Intervalle von R, bis R, gelegene positive und 
& eine beliebig kleine positive Gröfse, so Ban man zufolge der Fest- 
setzungen eine ganze Zahl m derart bestimmen, dafs der absolute Be- 


trag der Summe 


*) 5. Weierstrafs, Zur Functionenlehre, Monatsber. der Berl. Akad. 1880. 
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Ir 


für jeden Werth von x, dessen absoluter Betrag gleich r ist und für 
jede ganze Zahl n> m kleiner wird als & Ist n" >n, so muls des- 


halb auch 
IP) 


vn 


U 


und 


2) 


werden. 
Ziehen wir die hier genannten (n’—n) Potenzreihen zusammen, 
indem wir die Glieder gleicher Potenzen vereinigen, so wird der Co- 


effieient von x", nämlich ZU , der Bedingung genügen: 

<Der“ 
und diese Ungleichung reicht zu dem Schlusse hin, dals Dal —=A, 
einen endlichen bestimmten Werth besitzt. vu 


Die nun formal zu bildende Potenzreihe 
—+% 
P&)= Dach x“ 
Dee 
convergirt in dem Bereiche, wo R, < |x|< R, ist, unbedingt. Zum 
Beweise nehme man zwei positive Grölsen r, und r,, so dals 


Ba ern, <A hs 
wird und wähle die ganze Zahl n derart, dafs 


n' 


> a 


vn 


kleiner als 2& 7,“ und somit auch kleiner als 2er,“ ist, dann wird 


Di a 


a 


(v) 
> Au 


vn 


Bezeichnet man hierauf 


<2er# und 


ee 


n—1 2) 


1 2 
a — Al) Dia — AD, 


v=1 un 
wonach 
(1) (2) 
Au Au + Au 


zu setzen ist, so wird für die x Werthe von dem absoluten Betrage r 


<eDCHh, Dame <2ed(2)” 
TE A ni ee 


10* 


&) 
Dre 
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und 


2 +) 


rn, 


+» 
Due 
u=—o 


d.h. die Reihe 


convergirt unbedingt und gleichmälsig. 


Die Summe der endlichen Anzahl von Reihen 


n—1 +» 
> ea) > AN) 
vol u=—o 


besitzt selbstverständlich dieselben Eigenschaften und daher ist auch 


I 
D’ Aus = P(a) 


u=—o® 
eine für jeden x-Werth, dessen absgluter Betrag in dem Intervall 
von R, bis R, liegt, absolut, unbedingt und gleichmäfsig convergente 
Reihe. 


Schliefslich ist die gewonnene Reihe P(z) daselbst gleich IP, (2), 


denn man kann in der Ungleichung vi 
0) ar 6) + 
Ps) — ZAnar| = | IPs) — AR a 
N um—» vn v=—a 


B < Tr 1 1 
a Bu me) 
r Ta 


& stets so klein wählen, dafs die von n unabhängige rechte Seite für 
jeden Werth r = |x| unseres Intervalles kleiner wird als eine noch 
so kleine Grölse d, was für unsere Behauptung genügt. — 


Es sei andrerseits eine unendliche Anzahl von Potenzreihen meh- 
rerer Variabeln in bestimmter Aufeinanderfolge gegeben: 


ao 
i ee e) 5 ‚u I [4 \ 
Pol, a = > ans act  o..." wW—l,2,...) 
(r)=' 


und es gebe eine Umgebung (R) der Stelle (0), für deren Punkte (x) 
jede einzelne Reihe ®, und auch die Summe 


_ 
BAICH N) 


vl 
convergirt und zwar gleichmälsig‘ convergirt für alle Stellen (x), bei 


denen 
DL 
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der Reihe nach denselben absoluten Betrag r, <R,, n<R,,... 
Yn < Rn besitzen. 

Jetzt kann man nach Angabe von n Größen r,, r,,...r„ und 
einer beliebig kleinen Grölse e eine ganze Zahl m so bestimmen, dafs 
für jedes Werthesystem (2, %,,-..%,) der Beschaffenheit: 

aler, |aler,...|m|=r 
und jede ganze Zahl n > m 


| Da, EEE, 
vn 
und für jede ganze Zahl n > 
R 
Da a2,...0n) | <28 
vzn 
Dann aber muls 
BE My < 2er mr Ma DL 
vn 


sein und 


> DE Er = Au art un 


wird endlich. ke: 
Die Potenzreihe 
Sa Bm Inn ed, Do 2) 
(ne! 
ist in der Umgebung (R) von (0) auch unbedingt convergent, denn 
nach der Zerlegung 


n—1 
er ®) 
Ayla Se Mt Sram: Prnooal; 
et Ne) 


— An + A er lios 
ist 
Be N AN ER a lage 
und für alle Stellen (x), für welche 
al=o<r, |ul=%<r,... || = 0 <rn 


ist, gilt die Beziehung: 


nn Sr hr a 


also die. Summe links ist endlich. Dasselbe gilt für die Summe 
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PSP Re 
Warn 
und deshalb ist auch B(z,, &, ...%,) für die genannten Stellen und 
in der ganzen Umgebung (R) von (0) endlich. 
Schliefslich gibt die durch Vereinigung der gleichnamigen Glieder 
unserer Reihen %, Om OnD EDEN Reihe ® in der Umgebung (R) der 


Stelle (0) dieselben Werthe wie >, denn es ist der absolute Betrag 


vi 

Dy,- 2< 204 22|(1- 8) (1 2). a2)" 
DEU 
und kleiner als jede noch so kleine Grölse 6. 

Die Tragweite der vorstehenden Theoreme geht aus den folgenden 
Sätzen hervor: 

1) Das Product zweier in der Umgebung R der Stellen x = 0 

convergenten Potenzreihen 


Bı(@) Da, B.(%) Ben aM 


N) u=0 


läfst sich in eine Potenzreihe entwickeln, die in demselben 
Bereiche convergirt, 
In der That ist die Summe der unendlich vielen Potenzreihen 


ua Dar, (u 0,1,2...) 
ei) 
in der Umgebung R der Stelle O0 gleichmälsig convergent, denn es 
gibt eine solche ganze Zahl m, dals für jedes x mit einem absoluten 


Betrage r<R 
an z Bi (0) >. x 
Bei 


<e|P,() 
u=m! 


wird, und weil die Reihe '®, (x) daselbst convergirt, kann man m auch 
so wählen, dafs e|®, (z)| kleiner wird als eine beliebig kleine positive 
Grölse 0. 

Jetzt darf man die unendlich vielen Potenzreihen in der früheren 
Weise vereinigen Bun es wird: 


<e (mM >m) und 


Dre) -Zadıt art + ad + abge 


N ==0 
N) a [on 2 \ [a 
5 — 1) = P,(2).B,@). 
=1 
2) Eine ganze rationale Function 


I(Yıs Ya» - . - Yn) 
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der n Potenzeihen 
=, (W=l,2,...n) 
mit einem gemeinsamen Convergenzbereiche |z]< R läfst sich 
in eine ebendaselbst convergente Potenzreihe ®(x) transfor- 
miren. 
3) Setzt man für y, Potenzeihen mehrerer Variabeln 


Y— Poly %, .. . &n), 
so geht f(y,, Y%, - .. Yn) In eine in dem gemeinsamen Üonver- 
genzbereich der Reihen ®, convergente Potenzreihe über. 


4) Tritt an Stelle der ganzen rationalen Function f eine conver 
gente Potenzreihe 
fy) = Day 
vi 


und setzt man hierin für y eine Potenzreihe mit dem Conver- 
genzradius R 
y- Dur = Po), 
wu=V0 
so wird f(y) in eine nach Potenzen von x fortschreitende con- 
vergente Potenzreihe zu entwickeln sein, wenn die Summe 
der unendlich vielen Reihen 


Darf’ (@) 
v=V0 
in einer Umgebung der Stelle «= 0 gleichmälsig convergirt. 
Bezeichnet x’ eine Stelle in dem Üonvergenzbereiche der Reihe ® (x), 


an welcher nicht allein |B(x)|, sondern auch > b„x"| einen in dem 
vu=V0 

Convergenzkreise der Reihe f(y) liegenden Werth erhält, so wird die 

angegebene Summe gewils gleichmälsig convergiren, so lange 


x <|#'|, 
und in diesem Bereiche ist 
je >) [eo] 
Bor. 
v=0 WE) 


Falls die Potenzreihe f(y) beständig convergirt, wird die neue Reihe 
so lange convergiren, als x in dem Üonvergenzkreise der Potenzreihe 
Plz) bleibt. Wenn P(x) eine beständig convergente Reihe ist, muls 
der Convergenzkreis der neuen Reihe so.grols sein als der der Reihe 
f(y), und wenn endlich B(zx) und f(y) beständig convergiren, wird 


auch die Reihe Ya? einen unendlich grolsen Convergenzradius be- 


sitzen. _ 
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5) Ist f(yı, Ya, - - - Yu) eine Potenzreihe 


ee] 


Ay, ,#o3..%n Yııı Yor? A: Yan 
(*v) U 
und sind y, Potenzreihen mit einem gemeinsamen Üonvergenz- 
bereich: 


& 
a N () 5 2 u 
Y, = Pla, Ye» %n) = 3 | Miı5 Mo... My u 2 ae 2 
(4,)= 0 
und gibt es ein Werthesystem 
a5, el: -- || 5, 
für welches die n Summen 
> ( s u 
ee &, Ey ee SL 
(Hr) 0 
die Werthe „, (v=1,2,...n) erhalten, die eine Stelle in 
dem Convergenzbereiche der Reihe f(y,, %5,...%„) constituiren, 


so kann man offenbar f(y,, Ya, . - - %„) in eine Potenzreihe 
2} 
2 ‚ 
(DE a a N EN NE Ar) 
(4%) =0 


entwickeln, die für alle Stellen der Umgebung (8) von (0) 
convergirt, und dort gibt sie dieselben Werthe, die f(y, , %.- -. Yn) 
in der Umgebung (n) annimmt. 

Ist wiederum f(Yı, Y, --- %n) beständig oder für jede endliche 
Stelle (y) convergent, so ist B’(&,,%,...%,) an allen Stellen des 
gemeinsamen Üonvergenzbereiches von B,(&%,, &,, . . . &) convergent, 
und Bl, %, .. . %,) convergirt beständig, wenn der gemeinsame 
Convergenzbereich der Reihen %, alle endlichen Stellen (2) enthält. 

6) Die Sätze unter Nummer 4) und 5) lassen sich insofern er- 

weitern, als man in die gegebene Reihe f Potenzreihen ein- 
setzen darf, die mehr Variable enthalten als f. 

Substituirt man z. B. an Stelle von y, eine Summe „+ »,, und 

sind u, vW Werthe, für welche 


f®d+o 9, ud -v,®,... ud +00) 
endlich ist, so kann man die Reihe f(y,, %,-..%) in eine Reihe 
nach Potenzen der neuen Variabeln transformiren, die gewils so lange 
convergirt, als 

nes vi <iehl wel, n). 
Dabei ist es aber erlaubt, die Reihe nach Potenzen der Grölsen u 
oder der Grölsen v zu ordnen und als Coefficienten Potenzreihen nach 
v oder % anzuschreiben. Jede der Reihen convergirt in dem durch 


die Bedingungen 
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Foul <R, 'W=l,2,...n) 
definirten Bereiche, wenn f(Y,, Ya, -. Y.) in der Umgebung (R) von 
(0) convergirt. 
Bevor wir noch den Quotienten zweier in einer Umgebung der 
Stelle Null convergenten Potenzreihen in eine neue Potenzreihe ent- 
wickeln, schicken wir den Hilfssatz voraus: 


Ist der Convergenzradius R einer an der Stelle Null nicht ver- 
schwindenden Potenzreihe 
Pia) = EN bu a8 
=0 
von Null verschieden, so gibt es auch eine Umgebung R,< R der 
Stelle Null, wo die Potenzreihe nicht verschwindet. 
Ist r eine positive Grölse kleiner als R und g die obere Grenze der 
Werthe |® (z)| für alle Stellen x in der Entfernung r von Null, so 
gilt die Beziehung 
KARSTEN ee 
und für ein |«|=e<r ist 
u 
Idlor < ,) 
und 


2) 


o\«“ E 1 
o ler R 
1 een 
55 


+ be +: |< D|d.ler <y 


wi m 
Der Voraussetzung zufolge ist |d,| nicht Null, und darum kann man 
die Grölse o so bestimmen, dals 


I . <|d,|. 


NO 


Bezeichnet R, einen dieser Bedingung genügenden Werth, so wird 
für alle Stellen der Umgebung R, von &=(0) umsomehr 


ce +62 +: |<|d) 
IB) 


daselbst nicht verschwinden. Es ist also ein Bereich der verlangten 
Art gefunden. — 


und darum kann 


Ist die vorgegebene Potenzreihe eine mit mehreren Variabeln: 


[0] 
PB, Hgye %n) RN x Kt. a ER, 


(n)—) 
und hierin Do,0o..o von Null verschieden, ist ferner R eine positive 
Gröfse, die kleiner ist als jede der den Convergenzbereich der Reihe 
fixirenden Gröfsen (R,, R,,...R„) und g die obere Grenze der Werthe 
|B(z;,%,.. - &.)| für alle durch die Bedingungen 
ajelel=.  =|mler<RKR 
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charakterisirten Stellen (x), so wird 
| Di, u al < grsiatket ten) 


und an den stellen (x), für welche |2,j=o,<r v=12,...%) 
ist, muls 


Al 
> On. 39 m ” 


(u,)=0 


BEDIOIGEEIO: 
Iren Ko 


sein. Doch weil man die Grölsen @,, @,,:..0„ so wählen kann, dals 
die rechte Seite kleiner wird als die endliche von Null verschiedene 
Grölse |by,o..o|, so kann man auch für die Potenzreihe mehrerer Va- 
riabeln eine Umgebung der Stelle (0) angeben, wo sie den Werth 
Null nicht annimmt. * 


In einem solehen Bereiche läfst sich 
1 1 1 


B eh + >), : „ai a. an bo,0...0 + % 
r)=0 
in eine Potenzreihe 
Pla, X. - - &n) 
entwickeln, denn gr lal <|p| gilt die Formel 


ir 43 Ar ad 


und die mit y bezeichnete Potenzreihe hat gerade die Beschaffenheit, 
welche nach einem der früheren Sätze nothwendig ist, damit die Sub- 
‚stitution dieser Reihe in 


kl Bi Ne Et y 
00,0... % —. bo,0. bo,0. 
eine in dem besagten Bereiche convergente Potenzreihe gibt. 


7) Jetzt ist aber auch der Quotient zweier eonvergenter Potenz- 
reihen 
In 219 Dnıı. 230, und 
in eine Potenzreihe ®; (&,%5, ...%,) zu entwickeln, wenn nur 
%,(0,0,...0) von Null verschieden ist. 
In dem Convergenzbereiche von ®;, der jedenfalls in dem gemein- 
samen Convergenzbereiche der Reihen ®, und ®, die Umgebung der 
Stelle (0) bildet, wo der Nenner nicht verschwindet, ist 


es =V, und B = B;-P.- 
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[0) 


Ist ®, (&) — Daya’ und ®,(&) — Di.ar, so kann man immer 


EL; um 


noch einen Bereich angeben, wo 
|darı € + Dm+3 #° + SA | — Das 


n: 


und man darf 


v 
4,K A 


1 > ] 
Er ge PB; (2) == Ca} 


v0 
© 
uw iz —m 
N u 


Bla) 1 


Pol) am 


w=o— 
setzen. 


Den entsprechenden Fall für den Quotienten von Potenzreihen 
mehrerer Variabeln wollen wir bei späterer Gelegenheit untersuchen, 
da die unendlich vielen hier auftretenden Nullstellen des Nenners in 
einer beliebig kleinen Umgebung der Stelle (0) Schwierigkeiten machen. 
Sehr wohl kann aber der Satz bewiesen werden: 


8) Der Quotient ganzer Functionen ohne gemeinsamen Theiler: 
Fyı Yar- + Um) 
9(Yı, Ya»: Y) 
geht durch die Substitutionen 


y»y=%le) W=12...n) 
in eine Potenzreihe (x) über, die in dem gemeinsamen Con- 
vergenzbereich der Reihen ®,(x) so lange convergirt, als x 
nicht einen Werth annimmt, dem eine Nullstelle (y) von g 
entspricht. 
Der Quotient zweier Potenzreihen 


Pı Yar Yar- +4) 

Bey Yar--- 4) ? 
dessen Nenner an der Stelle (0) nicht verschwindet, kann 
auch wieder durch die obigen Substitutionen in eine Potenz- 
reihe (x) verwandelt werden, nur mus die Stelle 


I RN, v—l,2...nN) 
in dem Convergenzbereich der gegebenen Reihen liegen; dann 
gibt es einen Bereich |x| < r, dem nur Stellen (y’) des Con- 
vergenzbereiches von ®, und ®, angehören, und die Trans- 
formation in B (x) ist möglich. 


Ne) 
De 


Wir unterbrechen diese Erwägungen, die die Bildung einer un- 
übersehbaren Menge convergenter Potenzreihen gestatten, und ziehen 
aus den Sätzen über die an der Stelle Null nicht verschwindenden 
Potenzreihen einen Schlufs, der die. formale Bildung neuer Potenz- 
reihen wesentlich erleichtert. 
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Da eine Potenzreihe B(x), die für = 0 nicht verschwindet, iu 
einem endlichen Bereiche um die Stelle Null keine Nullstelle besitzt, 
so folgt, dafs eine Potenzreihe, die für unendlich viele unendlich kleine 
Werthe von x oder an wmendlich vielen Stellen jeder beliebig kleinen 
Umgebung von & = 0 verschwindet, identisch Null sein mufs. 

Wenn daher zwei Potenzreihen an unendlich vielen Stellen einer 
Punktmenge, deren abgeleitete Punktmenge die Stelle Null enthält, 
dieselben Werthe annehmen, so ist die Differenz eine identisch ver- 
schwindende Potenzreihe, d. h. die Coefficienten derselben sind alle 
Null, und die Coefficienten gleichnamiger Glieder der gegebenen Reiben 
sind einander gleich. 

Aus diesem Satze geht hervor, dals man zur Berechnung der Po- 


[0] 


tenzreihe Diaat, in welche sich der Quotient 
N) v 
Bıl®) _ Bı (@) 
Pr (®) % 
b+ ba" 


entwickeln läfst, nicht erst die Entwicklung von ®,-!(x) und dann 
die Multiplication mit B,(x) nothwendig hat, sondern man setze 


& 
B(2) = Ruta) Dana 
Er) 


und bestimme die unbestimmt gelassenen Üoefficienten c, so, dals in 
dem Producte der Coefficient von x” gleich a, ist. Man erhält die 
Folge von Gleichungen 


a, = byCy 
a =bc+b% 
bo tb + b% 


= +bsmn + b%-2 ++ bc, + 6 


aus denen sich die Grölsen c, successive berechnen lassen. Das Ge- 
setz der Composition aus den Gröfsen a, und b, ist ein ziemlich com- 
plieirtes. d 

Bei dieser „Methode der unbestimmten Coefficienten“ darf man nicht 
am Ende folgendermalsen verfahren: 

Die Gleichung 


>. 2 — ln ar —( 
14 u 


\ Re, 
Da,ar = (b, Cu -+ b, Cu—1 + 5 + Duo) zu — () 
EX) 


BR 


oder 
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besteht für —= (0 und darum ist a, —= b,c,. Weil dann 


Dam ootbart.. tum -0 0 


me v.=1 
wird, kann man durch & dividiren und die nach der Division zu voll- 
ziehende Substitution des Werthes Null für x gibt a4 =b,c, +b,c, usw. 
Diese Schlufsfolge ist unrichtig, denn man darf durch x nicht 
dividiren, wenn man gefunden hat, dafs die Gleichung («) gerade für 
% = besteht, und man kann von vornherein nicht wissen, dafs die 


Reihen 
Dar und Do ++: 4 durıc) @# 


‚=0 u=0 
auch für den Werth 2=0 übereinstimmen. Mit anderen Worten, 
man darf auf die Identität zweier Reihen erst dann schlielsen, wenn 
sie für unendlich viele unendlich kleine Werthe der Variabeln gleiche 
Werthe besitzen. 

Zwei Potenzreihen mehrerer Variabeln x, %,- . - &, die für alle 
Combinationen (z) von n nach Null convergirenden Werthereihen 
für z,: 

a a 
übereinstimmen, sind identisch gleich, denn die Differenz ist eine Po- 
tenzreihe, die für unendlich viele Stellen (x) jeder (noch so kleinen) 
Umgebung der Stelle (0) verschwindet. 

Wir können wieder sagen, eine Potenzreihe ist identisch Null, 
wenn sie für eine Punktmenge, die die Stelle (0) zur Häufungs- oder 
- Grenzstelle hat, verschwindet. 


$ 3l. Die abgeleitete Potenzreihe. 


Aus jeder einzelnen convergenten Potenzreihe 


[6,0] 


Bla) — Da, a 


v=0 
kann man unendlich viele andere ableiten. Bezeichnet x, einen be- 
stimmten Werth, dessen absoluter Betrag kleiner ist als der wahre 
Convergenzradius R und setzen wir 


= %, ns h ’ 
= thsiol + ih <K 
sein soll, so kann man die Summe der unendlich vielen ganzen Func- 
tionen von h 
Kh)=u. Fi W=l,2,...) 


durch Vereinigung der gleichnamigen Glieder in % bilden, denn die 
Summe | 


wo 
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>y, (h) 


Bi) 
ist so lange gleichmälsig convergent, als |h| <R— |x,| ist. Es ent- 
steht die Reihe 


B&+h) — Dal + hy = DEN CD In u ULGYL Zn EEE Yan Er 


v—=( 
wo die Üoefficienten ®,(x,) Potenzreihen in x, sind, die endlich blei- 
ben, wenn x, in dem Convergenzbereiche der Reihe %(x) liegt. 
Für den Werth = 0 wird 


PB) = Bol), 


was z, auch für einen Werth in dem Üonvergenzkreise von %(x) 


haben mag, daher ist 
Pia) = Bl) 
und 


Po +) —- Pla) = Bla) thlBa)h + Ps @)h?t >]. 
Der Klammerausdruck wird für unendlich kleine Gröfsen h selbst un- 
endlich klein, und man schliefst neuerdings, dafs die Potenzreihe ® (x) 
an jeder Stelle ihres Oonvergenzbereiches stetig veränderlich ist. 

Die Potenzreihe ®,(x) heilst die Derwirte oder Ableitung von B (x) 
und ®B,(&,) ist die Derivirte von B(x) an der Stelle ©,; sie ist unab- 
hängig von dem Werthe des Incrementes h, welches wir mit dx, be- 
zeichnen und das Differential von x an der Stelle x, nennen. Das 


Product 
B, (a) de, | 
wird als Differentialänderung von B(x) an der Stelle x, bezeichnet 


und indem man 
Bı (2) dr, = AP) 
N ER AB (zo) 
DB, (&) Au d&, 
auch der Differentialguotient an der Stelle x,. 
Die Ableitung ®; («) ist, wie wir aus der nach h-Potenzen ge- 


ordneten Reihe Dia, + h)’ ersehen, durch die Reihe 


v 


schreibt, heifst 


} 


> va,ar-1 


Vet 


definirt. Bildet man aus derselben 


Pı(&+h) = B vlt Bra) + Parka) + Bıala)? +, 


Vi 


so ergibt sich leicht, dals 


PB) = Pı, (a) und B@) = Bı,0(@); 
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Bu) Dres’ - VE 


ist und dals allgemein die Derivirte von ®, (x) oder _ — 12%) 
zu setzen ist. Man nennt die Reihe 


Dr (w — 1) a,0”"?, 

v2 
welche durch denselben Procels aus ®,(x) zu bilden ist, wie ®, (x) 
aus (x), d. h. dadurch dafs man an Stelle von ©“ wuz“-1 setzt, die 
zweite Derivirte von ®(x) und bezeichnet dieselbe anstatt durch 


dB“) 
en 
dx u dx? 


und die zweite Differentialänderung mit 
Pe) de = AP, (a) = a’ Bla). 
So fortschreitend gelangt man zu der n'°" Derivirten von B(x) 
oder dem nt Be 


P” (a) — Dr («) = . ee ”- >» N a ande 


Diese Potenzreihe ist von der Gestalt 


n!a, + 2%(x), 
und man sieht, dafs der Coefficient von «” in der Reihe ®(x) gleich 
rar 
n! [ Se Zi - BP" (0), 


da” 


20 


und der Üoefficient B,(x,) gleich 
1 (d® I 
Fl © Ba) _ ER Pr) (z,) 


dar 


ur, 


ıst. Schreibt man noch für B, BP" oder P’, so wird 
Pe) = PO)+ PO) — PO) +: 


h? 


Bath) = Ba) + BO) HR) It 


und wenn man hier an Stelle von z,-+h & setzt, entsteht die Reihe: 


Pl, + &@— %)) = Pl) + PB" (a) + Rz) -, re 
Diese auch direet durch die Substitution 
+ (& -—-%) für © 
aus PB(x) ableitbare Potenzreihe, die wir mit 


P(x|a,) Oder Plz — x,) 
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bezeichnen, convergirt zum mindesten so lange als 

= ol<R— al, 
d. h. für alle Stellen in dem um =, mit dem Radius R — |x,| be- 
schriebenen Kreise. Dieser Convergenzbereich braucht nicht der wahre 


zu sein, aber an den ihm angehörigen Stellen « hat %(=—x,) den- 
selben Werth wie B(z), dort ist 


je} 


Dein @ al Do) 


v0 El, 


Ist nun auch eine Potenzreihe 
& 


Bl, Rein) > > RE le 
(u,)=0 


vorgelegt und sind 


(<O)) und (x9 + h) 
Stellen in dem Üonvergenzbereiche, so kann man 
BEN Hr, 209) + hr,...20 + h,) 


in eine nach Potenzen von h,, h,,..."h„ fortschreitende Reihe 


[e +] 
& 
0 0 (0 1 By 
mm ©), ...20) ha hi... hin 
4,)= 


entwickeln. Die Coefficienten sind wieder Potenzreihen in den Gröfsen 
x), 20,...x0, und wieder gilt 
Porno Fol Kae la A RIT 
Die Coeffieienten von h,, Ra,... An, nämlich 
Brno, 9,20), Ba,10..0(@,20,...20),.. Bo, 29)... 


heilsen die partiellen Ableitungen der Reihe ‘B nach den Variabeln &,, 


%y,...%, am der Stelle (9%). Man bezeichnet sie mit 
Ku LE 
( 0% ) 2 ( 0% =) 
EN («9 


und zeigt leicht, dals die partielle Derivirte nach x, aus ‘5 her- 
vorgeht, indem man an Stelle ©,” wa"?! setzt. i 


Durch denselben Ableitungsprocefs kann man die Ableitungen 
aller Ordnungen 
U BE) 


Mı Ama u 
021: 005° ... 0x," 


gewinnen, die von der Anordnung der Processe unabhängig sind. Der 
Werth dieser Ableitung (u, ++ --- + u.) Ordnung an der 
Stelle (0) ist bis auf den Factor 


nit... 
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gleich Qu, us,...., und darum kann man die gegebene Reihe auf die 
Form bringen: 
i E 
\ \ 
Bl, 85. in) = 
(u,)=0 


( 3 a zoll an 


—— 
da xy? ... om) mi! Ur! u! 
(0) 


und die Reihe für Pa + h,, 2! + h,,:- 20 + h„) erhält die Ge- 
stalt ee) (: 2 ) ni hi Ba . 
(n,)=0 


dat da... Onkn) wi! Ma! A! 
(29) 


Setzt man an Stelle von h, ee, so wird 


Fe + aD), + a)... 20 + @,— 20) 


oder bei der der früheren analogen Bezeichungsweise 


DB (2,; Kayır. &n| (20) 


>} 


( "FEB ya (a) za 
one... on) Mn! Rp! Mi, 
(u,)=0V 1 ”(& (0)) 


An allen Stellen des Convergenzbereiches dieser abgeleiteten Reihe, 
soweit er mit dem der gegebenen Reihe übereinkommt, geben beide 
Reihen dieselben Werthe, denn daselbst ist die durch die Substitutionen 


2) (& = a) für z, 


hervorgehende neue Reihe nur eine identische Umformung von 


* 


[02] 


> Ay. (+) HR)". a Han) . 


(k) =0 


$ 32. Beziehung zwischen den aus einer ersten Reihe abgeleiteten 
Reihen. Obere und untere Grenze der Convergenzradien der 
abgeleiteten Reihen, 


Räumen wir der Reihe H 
B(@|a) = De,(@—a) 

v=0 
die Rolle einer primitiven ein, so gelten für diese zunächst folgende 
Sätze: Eine Potenzreihe B(z=—a), die für unendlich viele Stellen 
einer Punktmenge mit der Häufungsstelle «a verschwindet, ist identisch 
Null. Zwei nach Potenzen von x —a fortschreitende Reihen sind 
identisch, wenn sie an unendlich vielen Stellen (&, , &,--- &ny ++») 
mit der Häufungsstelle a dieselben Werthe annehmen. Ferner besitzt 
die Potenzreihe B (x — a) in ihrem ganzen Convergenzbereiche den 
Werth A, wenn sie an unendlich vielen Stellen jeder (noch so kleinen) 


Umgebung von a den Werth A annimmt, 
Biermann. Functionentheorie, 11 
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Ist a, eine Stelle in dem Convergenzkreise R unserer Reihe und 


ersetzen wir 
x—a durch , —a+(& — a), 


ordnen die entstehende Reihe 


Se, 


nach Potenzen von & — a,, so geht eine Reihe 


B, @la,) -\ (= a % 


v=0 
hervor, in welcher die Ooefficienten c) in folgender Weise zu defi- 
niren sind: 


ci 2 (Ba 86 a)) GR, ( N Er 


1 
n! n! da" 


za 
a za 


[6,0] 


1 ! von 
an vw — 1)... —n+1)o(a — a) : 
Die neue aus B(x|a) abgeleitete Reihe ‘B, (x|a,) bezeichnen wir, um 
ihre Entstehung anzudeuten, mit 
P(zla, a,). 
Sie convergirt mindestens so lange als 
N 

und gibt in der Umgebung R — d, von a, dieselben Werthe wie B(x|«). 

Bezeichnet a, eine Stelle in dem Üonvergenzbereiche von 


x 
P(zla, a,) 
und setzt man von Neuem anstatt 
2-4 »-mt+@—a), 
so entsteht abermals eine neue Reihe: 


(6.0) 
x » x V n 
B,(@la,) = Bla, a)=Plela, a,, @) -) DE — a)”, 
|) 
deren Coefficienten 


an (Free) 0,12.) 


sind. Ist der Convergenzradius von B(x|a, a,) R,, so convergirt 
B(zla, a,, @,) gewils für die durch die Bedingung 


definirten Stellen. 
Setzt man dieses Verfahren fort, wählt eine Stelle a«, in dem 
Convergenzkreise von P(z|a, a,, a,) und bildet B(zla, a,, @,, qa,) 


wo la a 
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usw., wählt a, in dem Convergenzkreise von %,-1(& — 1), so folgt 
endlich eine Reihe: 

Br. — a) = Plala, os ten), 
die man eine durch Vermittlung der Stellen a,, @;, - : . @„ aus B(x|a) 
abgeleitete Reihe nennt. En 

Liegt die Stelle a, in dem Kreise R um a, a, in dem Kreise 
R—Jja,—a|l=R, um a,, a, in der Umgebung R, — |, —a,|=R, 
von a, usw., endlich @«, in dem Kreise R,_1 — |a-ı — | = R, 
von A,-ı, SO wird 

a I On Se ar 
und daher gibt es auch eine direct ableitbare Reihe nach Potenzen von 
(© — a.) B(zx|a,), die mit B(z|o, a,, a, -.. a„) identisch ist. 

Wir beweisen diese Behauptung für den Fall n = 2. 

Die Reiben B(z|a) und B(x|a, a,) stimmen an allen Stellen der 
Umgebung R, von a, überein, d.h. sie nehmen dort dieselben Werthe 
an, ebenso V(x|a, a,) und B(z|a, a,, a,) und folglich auch B («| a) 
und PB(z|a, a,, a). Die Reihen PB(z|a) und PB(z|a, a,) besitzen 
aber an allen Stellen des Kreises R— |a, — a| um a, ebenfalls die- 
selben Werthe und nun ist klar, dals die beiden Reihen B(x|a, a, , a,) 
und B(z|a, a,) an unendlich vielen Stellen jeder Umgebung von a, 
übereinstimmen, und es wird in der That 


f Bela, %) = Plala, a,, a), 
und allgemein 


Bela, Q,) - Pla, Q, 473) wre 7) z 
Aus diesem Satze geht gleichzeitig hervor, dafs der wahre Convergenz- 
kreis einer aus B(x|a, a,) abgeleiteten Reihe B(x|a, a,, a,) den Con- 
vergenzkreis von B(x|a, a,) keineswegs von innen berühren muls, 
denn der Convergenzradius von B(x|a, a,) ist zum mindesten 


R—-|a,—al, 
und er wird grölser sein als 
R=R-|»-,|=R-|,-a—-|%,—al, 
wenn 
I, —al>||a»— al — la —al|, 


und ebenso wird der Convergenzbereich von B(x|a, a,) nicht in dem 
Kreise R um a liegen müssen. Wir konnten eben nur beweisen, dals 
er mindestens bis an den Kreis R hinanreicht. Es wird uns alsbald 
gelingen, ein Kriterium für die wahre Convergenzgrenze zu erkennen. 

Zunächst zeigen wir: Wenn man aus B(x|a) eine Reihe B(x|a, b) 
direct abzuleiten vermag, so kann man umgekehrt auch P(z|a) aus 
P(x|a, db) ableiten. 

Falls die Stelle a dem Convergenzbereiche der Reihe B(x|a, b) an- 

11* 
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gehört, so ist B(z|a, db, a) eine direct ableitbare Reihe, die für jeden 
Werth x einer hinlinglich kleinen Umgebung von a mit P(z|a, b) 
und mit B(x|a) übereinstimmt, folglich ist 


Plala,d,a) = Plela) 
und V(z|a) ist wirklich aus B(x|a, 5) abgeleitet. 

Gehört aber die Stelle a dem Oonrergenzberaoh von B(xla, b) 
nicht an, so kann man eine Reihe vermittelnder Stellen 

DiDI rd, 
angeben, von denen b, in dem Convergenzbereiche von P(x|a, b) und 
a näher liegt als die Stelle b, b, dem Convergenzbereiche von B(x|a,b,b,) 
angehört und a näher liegt als die Stelle d, usw., dann wird schliels- 
lich die Reihe B(z|a, b,, b,,...b„) an der Stelle a convergiren. Die 
Convergenzbereiche der hier successive abgeleiteten Reihen enthalten 
stets Stellen, die in dem Öonvergenzbereiche der vorangehenden Reihe 
nicht vorkommen und darum kann man auch schlielslich eine Reihe 
Beala, bi, b2,... du, a) 

ableiten, die mit (z|a) identisch sein wird, weil B(xla, b,,...b,) 
in einer gewissen Umgebung von a mit B(x|a) übereinstimmt. — 

Sind zwei Potenzreihen 

Feela), B.@|b) 
gegeben, deren Oonwergenzbereiche theilweise zusammenfallen , or) be- 
sitzen sie an unendlich vielen Stellen jeder Umgebung des dem gemein- 
samen Bereiche angehörigen Punktes c dieselben Werthe, so lassen sich 
die Reihen aus einander ableiten und haben an allen Stellen des gemein- 
samen Bereiches dieselben Werthe. 

Der Voraussetzung zufolge ist 

Plela, ce) = Bıleld, e) 
und weil P{z|a) aus Plx|a, ec), Pılz,b) aus B,(z|b, c) abzuleiten 
ist, geht auch ®,(x|b) durch ee von @ und einer Reihe 
von Stellen b,, b,,... d, aus Plx|a) und umgekehrt P(x|a) durch 
Vermittlung von c und einer Reihe von Stellen a,, a,,...a, aus 
1, (2|b) hervor. 

Ist e’ eine Stelle in dem gemeinsamen Öonvergenzbereiche (A) der 
gegebenen Reihen, an welcher die una von B(x|a) und 
B,(@|b) noch eh bekannt ist, so wähle man nal (A) eine 
Reihe vermittelnder Stellen e,,€,, ... cm derart, dals c, dem um «u-ı 
zu verzeichnenden Kreise angehört, der innerhalb (A) Platz findet, 


so wird 
Bela, C,C4y..» Cm c) = l2lbre, RN 


Plala,e) = Bılelb, ce’), 


denn es gilt zunächst 


und 


Potenzreihen einer und mehrerer Variabeln. 165 


Plela, c,c)= Plala,cı), Plealb,s,ca)=Bı(z|b, c) 


und wegen der Identität 
Blala,c,c)=Ple&|b, ce, c) 


Feela,c)= Bel, cı) 
sein usw. — 


Heilst der wahre Convergenzradius einer Reihe B(x—a) R und 
ist a, eine dem Convergenzbereiche angehörige Stelle in der Entfer- 


muls 


nung d=|a,—a| von a, wobei d< — sein mag, so ist der Con- 
vergenzradius R, von B(xz|a,a,) gewils nicht kleiner als R—d, d.h. 
gröfser als EN, und dann liegt « in dem Üonvergenzkreise der abge- 
leiteten Reihe. Weil man hierauf B(x|a) wieder aus B(zx|a, a,) ab- 
leiten kann, ist R nicht kleiner als R,—d, und somit besitzt der 
Radius der abgeleiteten Reihe die Grenzen 

R—d und R-+d. 


Wählt man die Stelle «a, in einer Entfernung d von a, die grölser 


ist als ‚ so bleiben diese Grenzen für Z, erhalten; die untere 


Grenze ganz offenbar und die obere Grenze darum, weil man andern- 
falls aus B(x|a, a,) eine Reihe 
DB (210, @901,.02,.0 =. 045,0) 

ableiten könnte, die mit PB(x|a) übereinstimmt, aber nicht den ange- 
nommenen Convergenzradius R hat. 

Weil d die obere Grenze R besitzt, sind die Grenzen der Conver- 
genzradien aller abgeleiteten Potenzreihen 

0 und 2R. 

Der wahre Convergenzradius RB einer Potenzreihe B (x — a) ist geradezu 
dadurch charakterisirt, da/s die untere Grenze der Convergenzradien 
der abgeleiteten* Reihen Null ist, das will sagen: wenn die untere 
Grenze nicht Null ist, so ist der Convergenzradius nicht R, sondern 
grölser als R. 

Um das zu beweisen, setzen wir als bekanut voraus, dals eine 
gegebene Reihe 


[0,0] 


Pr) = I, 2 


vo 
für alle Stellen a der Umgebung R von = convergire, dann ist 
für alle der Bedingung 
ll leI<R 
genügenden Werthe von x und a die Reihe 


Bla-a) = Bat BE HRW+ 
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convergent. Ferner sei die untere Grenze der Convergenzradien dieser 
für alle Stellen der Umgebung R von x=0 abgeleiteten Reihen nicht 
Null, sondern r. Wir wollen zeigen, dafs in diesem Falle die Reihe 
B(x) den wahren Üonvergenzradius R + r besitzt. 

Es sei e<r und «x eine Stelle in dem durch die Radien R und 
R-+ eo definirten Kreisringe um die Stelle x = 0, also: 

R<|e|<R+eo 
dann hat der durch die Bedingung 
| —-«|<r 

definirte Bereich um die Stelle &’” mit der Umgebung R von = 0) 
einen Bereich (A) gemein und zu einer Stelle a in diesem letzteren 
gehört eine Reihe B(x|a), deren Convergenzradius nicht kleiner ist 
als a. Der Kreis r um a enthält die Stelle x’ und B(x]a) hat einen 
bestimmten Werth. 

Ist db eine zweite Stelle innerhalb (A), so hat auch V(x’|b) einen 
bestimmten Werth. Weil aber die um die Stelle 


= 5 («+ b) 
siltigen Reihen B(z|a,c) und Blz|d, ec) mit B(x|c) und somit unter- 
einander übereinstimmen, so nehmen die Reihen B(x|a) und B(x|b) 
an allen Stellen ihres gemeinsamen Convergenzbereiches und auch an 
der Stelle = x’ dieselben Werthe an, es ist also 

Pela) = Peb). 
Jetzt ergibt sich leicht, dafs die gegebene Reihe B(z) auch noch 
für & = x’ convergirt. 
Die Reihe B(z|a) ist der Voraussetzung nach convergent, wenn 
leal<Rk ud |z—a|<r. 
Bezeichnet dann g die obere Grenze der Werthe |B (x | a)| für alle 
Stellen der Kreisliniie |e — a|= e, so ist 


BA 


und hierauf 


Du a a ER et 


ER 


e@—1...w—r+N) 
er 


SIE 


Bezeichnet man | «| mit « und bildet die Summe 


DIHIEIEIe DE Lara ee 


v—0 


so ist diese wegen der letzten Ungleichung 


Cu] go aa 
oder 
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ey eo gR 


<g9 < 
=) RB 


und wenn somit die Gröfsen 


lex | (« ur =y 


für jedes u kleiner bleiben als eine angebbare Gröfse, mufs die Reihe 


2) 


Ba) _ De ar 


w=0 
für alle Werthe von x, deren absoluter Betrag 
el<e tz 


convergiren. Da « dem Werthe R beliebig nahe kommen kann, wird 
der Convergenzradius von B(x) wirklich gröfser als R und wird von 
R-+o und R+r beliebig wenig abweichen. Dann mufs er aber 
gleich R-+ r sein, denn der Convergenzradius kann seiner Natur zu- 
folge einer oberen Grenze nicht blos beliebig nahe kommen, sondern 
er hat ein Maximum. 

Es sei nunmehr R der wahre Convergenzradius einer Potenzreihe 
um die Stelle O0 oder a oder oo — sie heilse 

B@), Pa—a), Ba) %(,) 

— dann haben die Convergenzradien der abgeleiteten Reihen nothwendig 
die Null zur unteren Grenze. Es existirt deshalb eine Stelle, in deren 
noch so kleinen Umgebungen Stellen der Beschaffenheit liegen, dafs 
die ihnen zugehörigen abgeleiteten Leihen einen Üonvergenzradius 
besitzen, welcher kleiner ist als eine beliebig kleine Gröfse. Diese 
Stelle kann nicht im Innern des Convergenzkreises der vorgegebenen 
Reihe und muls daher auf der Begrenzung liegen. 

Wir können noch sagen, dals es auf der wahren Grenze eines 
Convergenzbereiches mindestens eine Stelle c geben muls, in deren 
Umgebung keine Potenzreihe %’(z|c) existirt, die an den Stellen des 
dieser und der gegebenen Reihe gemeinsamen Convergenzbereiches mit 
der letzteren übereinstimmt, denn gäbe es für jeden Punkt der Be- 
grenzung eine solche Reihe, so könnten die Convergenzradien der aus 
der ursprünglichen abgeleiteten Reihen nicht die untere Grenze Null 
haben. Die Anzahl solch ausgezeichneter Punkte ce kann endlich oder 
unendlich sein, ja es ist denkbar, dals alle Stellen der Begrenzung 
eines Öonvergenzbereiches von der genannten Art sind. Wenn eine 
unendliche Menge von Punkten c auf dem Convergenzkreise liegt, sind 
die Stellen der abgeleiteten Punktmenge Stellen gleicher Art, denn 
diese sind dadurch definirt, dafs in jeder Umgebung derselben unend- 
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lich viele der gegebenen Stellen liegen. Die Stellen, in deren Umge- 
bung keine Potenzreihen existiren, welche mit der gegebenen Reihe 
an den Stellen des gemeinsamen Convergenzbereiches übereinstimmen, 
constituiren somit eine abgeschlossene Punktmenge. 


Die den letzten entsprechenden Betrachtungen über die Potenz- 
reihe mehrerer Variabeln 


P(@, 223... © |(@)) 
fassen wir kurz zusammen. 
Man kann durch die Substitutionen 
—- + — Wo) v=1,2,...n), 
wo (a') eine Stelle in dem durch die Ungleichungen 
I, | <IR=&@ =T, 2,2) 
charakterisirten Convergenzbereiche der gegebenen Reihe ist, vor Allem 
neue Potenzreihen 


Rasen, a) oder Dann. 2, (ala) 
ableiten. Der Coefficient @,,,4.,...u, der Reihe 
in PB (&, % 5 +. %n | (@)) 


= elf (2, — a, JM (%, — ac (in — a)“n 
(#,)=0 
ist der Werth der Ableitung 
gutmt tun BB (2, ee Bu, | (@)) 


1, n 
oa 0a? ... Our 


an der Stelle (@). 
Wählt man in dem Convergenzbereiche der abgeleiteten Reihe 
mit dem Radius R, eine Stelle (0”) und liegt diese in dem Conver- 


genzbereiche von ®B, so gibt es eine indirect und eine direct abgeleitete 
Reihe 


Pla, 225... 2 | (a), (a), (a)) und Plz, 25... 2 | (a), (a), 
die wieder identisch sind. 
Fallen die Convergenzbereiche zweier Potenzreihen 
Pla, %,..-&n\la)), Br, %ar- - -&u|(B)) 
theilweise zusammen und stimmen sie an unendlich vielen Stellen, 


welche eine Häufungsstelle (c) haben, überein, so werden die Potenz- 
reihen 


Pa, 29, lla), (O), Bil, %r- 2b), (0)) 
identisch und die gegebenen Reihen stimmen an allen Stellen des ge- 
meinsamen Convergenzbereiches (A) überein, in deren Umgebungen 
aus Bla, %,:-:%|(@), (e)) abgeleitete Reihen existiren. 
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Bezeichnet man den Convergenzradius von B(2,,%,, .. . 2, |(@), (c)) 

mit e und wählt man eine Stelle (c’) so, dafs 
Wear olv=l,2,.!..n), 

so werden die gegebenen Reihen jedenfalls au allen Stellen derjenigen 
Umgebung von (c‘) übereinstimmen, welche dem Bereiche (A) und dem 
Uonvergenzbereiche von ®(&,,%,...&u|(@), (ec), (c’)) angehören. So 
fortfahrend findet man ein 2nfach ausgedehntes Continuum, wo die 
Reihen B und ®B, übereinstimmen. 

Ist der wahre Convergenzbereich einer Potenzreihe wieder durch 
die Gesammtheit der den Bedingungen folgender Art 


nl (wie 1,2, 
genügenden Werthsysteme (x) definirt, für welche B(x,, &s,. . - &.| (a)) 
convergirt, indels die Reihe für jedes Werthesystem: 

.—-w>R (=1,2,...n) 
divergirt, so muls er dadurch charakterisirt sein, dafs unter den 
Stellen (x), für die 

hp), ar.) 
ist, mindestens eine existirt, in deren Umgebung keine Potenzreihe 
Bl, %y,...%n |(c)) aufzustellen ist, die an den Punkten des dieser 
und der gegebenen Reihe gemeinsamen Uonvergenzbereiches mit der 
letzteren übereinstimmt. 


Die untere Grenze der Convergenzradien der abgeleiteten Reihen 
ist Null. 


II. Abschnitt. 


Begriff der monogenen analytischen Function. 
Allgemeine Eigenschaften der analytischen Funetion einer Variabeln. 


$ 35. Definition der monogenen analytischen Function. 


Überblicken wir die Sätze über die convergenten Potenzreihen 
einer Variabeln B(x—a), so ist vor Allem hervorzuheben, dafs der 
Convergenzbereich (A) ein Kreis um die Stelle @ ist, an dessen Stellen 
die Reihe einen bestimmten endlichen Werth annimmt, stetig ist und 
Ableitungen aller Ordnungen besitzt. Jede Ableitung P®(x — a) ıst 
innerhalb des Convergenzkreises der gegebenen Reihe convergent. 

Darnach verhält sich eine Potenzreihe dort, wo sie eine Bedeutung 
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hat, wie eine ganze rationale Function in dem endlichen Bereiche der 
Variabeln. 

Greift man in dem Convergenzkreise irgend eine Stelle b heraus, 
so kann man aus ®(x|a) eine nach Potenzen von (x — b) fortschrei- 
tende Potenzreihe B(z|a, b) in bestimmter Weise ableiten. Ihr Con- 
vergenzkreis um die Stelle b kann entweder ganz dem Convergenz- 
bereiche der Reihe B(x|a) angehören und berührt dann die Grenze des 
letzteren, oder aber er kann Stellen c der Begrenzung von (A) ent- 
halten, und dann enthält er auch Stellen, die aufserhalb (A) liegen. 
An den Stellen des beiden Reihen gemeinsamen Convergenzbereiches 
nehmen PB (z|a) und B(x|a, d) dieselben Wertle an. Wenn daher 
der Convergenzbereich von B(x|a,b) nicht über den von B(z|a) hin- 
ausragt, so nimmt die abgeleitete Reihe keine Werthe an, die nicht 
auch die primitive gibt. Andernfalls heilst die abgeleitete Reihe eine 
Fortsetzung der ersten. Weil B(x|a) auch aus B(z|a, d) abzuleiten 
ist, ist umgekehrt ®(x|a) eine Fortsetzung von P(z|a, b). 

Bezeichnet c eine Stelle auf der Begrenzung des Bereiches (4) 
und enthält der Convergenzkreis der Fortsetzung ®(x| a,b) diese 
Stelle, so gibt es auch eine nach Potenzen von («—c) fortschreitende 
Reihe B(x|a,d,c), die an den Stellen des dieser und der Reihe B(x| a) 
gemeinsamen Convergenzbereiches dieselben Werthe hat wie die pri- 
mitive Reihe. 

Darum kann der Convergenzkreis von B(x|a,b) nicht alle Grenz- 
stellen des Bereiches (A) enthalten, denn sonst gäbe es in der Um- 
gebung jeder solchen Stelle c eine Reihe B(x|a, b,c), die im fnnern 
des dem Bereiche (A) und dem eigenen Convergenzkreise angehörigen 
Gebietes mit B(x|a) übereinstimmt, und das ist nicht möglich, wenn 
(A) der wahre Üonvergenzbereich der gegebenen Reihe ist. 

Man sieht also, dals die ausgezeichneten Stellen der wahren Con- 
vergenzgrenze von (A), in deren Umgebung keine durch Vermittlung 
einer Stelle D aus V(x|a) abgeleitete Reihe existirt, auch solch aus- 
gezeichnete Stellen abgeleiteter Reihen PB(x|a,b) sein werden und 
offenbar wird der Oonvergenzkreis von W(x|a,b) durch die der Stelle 
b nächstliegende Stelle der genannten Art auf der Begrenzung von 
(A) gehen müssen. Man nennt diese Stellen singuläre. 

Aus den leihen B(x|a,b) kann man neue ableiten. Die Gesammt- 
heit der aus der ursprünglichen direct und indirect ableitbaren Reihen 
stehen in derartigem Zusammenhang, dals aus jeder Reihe jede andere 
abzuleiten ist, wornach jede die Rolle der ersten übernehmen kann. 
Man sagt: 

Die Gesammtheit der aus einer gegebenen Reihe ableitbaren und 
in einander fortsetzbaren Potenzreihen constitwirt eine monogene 
analytische Function. 
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Die einzelne Reihe heilst ein Element der Function und durch ein 
Element ist die Function vollständig definirt, denn man kann alle 
Fortsetzungen desselben ableiten, 

Ist &, irgend eine Stelle im Bereiche der unbeschränkten Variabeln 
und kann man aus einem primitiven Elemente B(x|a) eine Reihe ab- 
leiten, deren Convergenzkreis die Stelle x, enthält, so nennt man den 
Werth der neuen Reihe für <= x, den Werth der durch B(x|a) de- 
finirten Function an der Stelle &,. Indem es aber dann eine nach 
Potenzen von (x — x%,) fortschreitende Reihe gibt, ist der Werth der 
Function für &— x, auch als das Anfangsglied dieser Reihe ®, (z|x,) 
zu definiren. 

Wenn der Convergenzbereich jeder aus dem primitiven Elemente 
B(z|a) abgeleiteten Reihe ganz dem Convergenzkreise dieses Elementes 
angehört, so stellt dasselbe allein eine analytische Function dar, d.h. 
die arıthmetische Abhängigkeit des Werthes der Function von dem 
der Variabeln ist durch die Reihe B(x|a) allein ausgedrückt, denn die 
abgeleiteten Reihen nehmen keine Werthe an, die nicht auch jene 
besitzt. Ist db eine Stelle in dem Convergenzbereiche von B(x|«), 


so wird 
[B@Ia, D1 = #60). 


Hat hingegen das primitive Element ® (x| a) Fortsetzungen, so 
wird die durch dasselbe definirte Function durch die Gesammtheit ihrer 
Elemente dargestellt. 

Den Übergang von dem gegebenen Elemente Plx|a) zu einer 
Reihe %,(#]x,) kann man En unendlich verschiedene Weise durch 
Vermittlung verschiedener Stellen bewerkstelligen. Gelangt man auf 
den unendlich vielen von « nach &, führenden continuirlichen Wegen 
in dem Bereiche der Variabeln x und in dem Convergenzbereiche der 
Gesammtheit von Elementen stets zu derselben Reihe, so hat die Func- 
tion an der Stelle x, einen Werth; besitzt sie an jeder Stelle, in deren 
Umgebung überhaupt Potenzreihen existiren, welche in B(x|a) fort- 
zusetzen sind, nur einen Werth, so heilst sie eine eindeutige analy- 
tische Function. Die durch ein einziges Element vollständig dargestellte 
analytische Function ist darnach gewils eindeutig. 

'Erhält man bei den verschiedenen Übergängen eine endliche An- 
zahl oder unendlich viele von einander verschiedene Elemente 

le), (el), 
so heifst die durch ®(x|a) definirte monogene analytische Function 
viel- oder mehrdeutig, und zwar endlich oder unendlich vieldeutig. 
Die Function hat an der Stelle x, so viel Werthe, als es Elemente 
B,(x|a,) gibt und dabei wird ein Werth mehrfach gezählt, wenn die 
Anfangsglieder mehrerer Elemente ®,(&|x,) gleich sind, — In dem 
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gemeinsamen Convergenzbereiche zweier Elemente können aber nicht 
unendlich viele Stellen mit der Häufungsstelle x, liegen, für welche die 
Elemente gleiche Werthe haben, sonst wären sie identisch. 

Setzt man, von dem gemeinsamen Öouvergenzbereiche der » Ele- 
mente einer »-deutigen Function ausgehend, die gegebenen keihen 
B,(2|x,) durch Vermittlung derselben Stellen nach x, fort, so heifsen 
die » nothwendig wieder von einander verschiedenen Elemente 


1,0100, 
simultane Elemente der n-deutigen Function und die Werthe der An- 
fangsglieder dieser Reihen simultane Functionswerthe. 


S 34. Allgemeine Betrachtungen über die eindeutigen 
analytischen Functionen. 


Die Gesammtheit der Stellen x,, in deren Umgebung die durch 
ein primitives Element definirte eindeutige Function f(x) durch eine 
Potenzreihe dargestellt ist, heilse der Stetigkeitsbereich der Function. 
Dieser Bereich ist nothwendig begrenzt, d.h. es gibt Stellen, in deren 
Umgebung keine aus dem primitiven Elemente R(x|«a) ableitbare Po- 
tenzreihe existirt, und zwar darum, weil jedes Element mindestens 
eine solch singuläre Stelle auf der Grenze seines Uonvergenzbereiches 
besitzt und die singuläre Stelle c des einzelnen Elementes singuläre 
Stelle derjenigen Fortsetzungen bleibt, welche Stellen der kleinsten 
Umgebung von c in ihrem Üonvergenzbereiche enthalten. Ob die 
Reihe ®B,(z|x”) direct oder indirect aus P(x|a) abgeleitet ist, die 
Stelle c kann nicht in ihrem Convergenzkreise liegen, sonst gäbe es 
auch eine Reihe ®,(x|c), die an unendlich vielen Stellen mit B(x|«a) 
übereinstimmte. 

Die Grenzstellen des Stetigkeitsbereiches der eindeutigen Function 
können eine isorte Punktmenge bilden oder eine Punktmenge der 
Beschaffenheit, dafs in jeder Umgebung jeder Stelle unendlich viele 
andere Grenzstellen liegen, oder endlich Punktmengen, die aus Mengen 
der genannten Arten zusammengesetzt sind, sie können aber niemals 
ein zweifach ausgedehntes Continuum constituiren, denn sie sind sin- 
guläre Stellen ihrer Elemente, und darum gibt es in jeder Umgebung 
einer Grenzstelle auch Stellen, in deren Umgebung ein Element der 
Function existirt. Die in Rede stehenden Grenzstellen nennt man 
singuläre Stellen der Function. 

Die Gesammtheit P der singulären Stellen c einer eindeutigen 
analytischen Function bildet auch eine abgeschlossene Menge (die ihre 
abgeleitete Punktmenge P’ enthält), denn eine Stelle c’, in deren klein- 
ster Umgebung unendlich viele singuläre Stellen liegen, kann nicht 
dem Stetigkeitsbereiche der Function angehören, weil man nämlich 
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keine Potenzreihe B’(x|c‘) angeben kann, die keine singulären Stellen 
in ihrem Convergenzbereiche enthält. — 

Wenn die singulären Stellen aller aus einem ersten hervorgehenden 
Elemente ein Continuum begrenzen, aufserhalb dessen noch Stellen x, 
existiren, so müssen wir sagen, dort ist die Function nicht definirt, 
denn man kann kein Element nach x, fortsetzen. Die Grenzstellen 
des Stetigkeitsbereiches einer Funetion werden wir aber später zu dem 
„Bereiche der Funetion“ zählen, wenngleich man auch nach diesen 
Stellen kein Element fortsetzen kann. 

Es sei f(x) eine eindeutige Function. Läfst sich dieselbe in der 
Umgebung einer Stelle « in Form einer daselbst convergenten Potenz- 
reihe PB(x|a) darstellen, gehen somit die Werthe von f(x) in dem ge- 
nannten Bereiche aus der Gleichung 


Da (2 — a) = f(a) 

ll 
hervor, so heilst die Function in der Umgebung der Stelle « regulär 
oder von regulärem Verhalten. 

Die Gesammtheit der Stellen, an denen sich eine eindeutige ana- 
lytische Function regulär verhält, bildet den Stetigkeitsbereich der- 
selben. Innerhalb dieses Bereiches ist f(x) eine endliche, stetig ver- 
änderliche Gröfse, die an jeder Stelle x, einen bestimmten Werth an- 
nimmt, der auch offenbar als Grenzwerth derjenigen Werthe anzusehen 
ist, welche sich ergeben, wenn man für eine nach & convergirende 
Reihe von Variabelnwerthen die zugehörigen Functionalwerthe sucht. 
Befindet sich die Stelle x, auf dem Convergenzkreise eines Elementes 
B,(x|d) der Function, ohne auf der Begrenzung des Stetigkeitsbereiches 
derselben zu liegen, und bezeichnet 


En OR 

eine dem Öonvergenzbereiche von ®, («|b) angehörige Punktmenge mit 
der Grenzstelle x,, so werden die Werthe 

rap), Bad)... Pı@g”ld)..- 
nach dem bestimmten Functionalwerthe f(x,) eonvergiren, denn es 
gibt eine Reihe R,(x|x,), die an denjenigen Stellen ihres Convergenz- 
bereiches, welche auch dem ÜConvergenzbereiche der Reihe ®, (z|b) 
angehören, dieselben Werthe besitzt wie B, (x|b), und der Funetional- 
werth an der Stelle x, ist gleich 


N 


oder gleich dem Grenzwerthe der Reihe 

Pr («| x); Pr (rt) |z,) ..; 
wo nun #7”) v—0,1, 2,...) nur mehr Stellen sind, welche auch 
in dem Convergenzbereiche von B,(x|x,) liegen. 
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Der so definirte Werth braucht nicht direct durch die Substitution 
x=%, aus der Reihe ®, (x|b) hervorzugehen, da eine Potenzreihe nur 
in ihrem Convergenzbereiche stetig sein muls. 

Aus diesen Betrachtungen geht hervor, dals eine eindeutige ana- 
Iytische Function an einer singulären Stelle c, wo eine der in dem 
Stetigkeitsbereiche bestehenden Eigenschaften der Endlich-, Stetig- und 
Eindeutigkeit verloren gehen muls, nicht einen von demjenigen end- 
lichen Grenzwerthe verschiedenen endlichen Werth besitzen kann, nach 
welchem die aus einem Elemente mit der singulären Stelle c entsprin- 
genden Functionalwerthe convergiren, sofern die Variabelnwerthe aus 
dem Innern des Convergenzbereiches des genannten Elementes nach 
c eonvergiren, d.h. die analytische Function kann kewme endlichen Dis- 
continwitäten an ihren singulären Stellen erleiden. 

In der That: sei f(x) eine analytische Function mit solch einer 
singulären Stelle ce, so wird (x — ce). f(x) in der Umgebung von ec re- 
gulären Verhaltens sein und die das Product darstellende Potenzreihe 
hat die Gestalt 


@—-)B@—- 0) = DIol@-oy, 
v=1l 
weil das Product für = c verschwindet; dann aber ist f(x) in der 
Umgebung von c regulär und die Voraussetzung ist nicht zulässig. 

Die Function kann an einer singulären Stelle ce auch nicht dadurch 
vieldeutig sein, dals sie daselbst bei einer endlichen oder unendlichen 
Anzahl verschiedener Annäherungen mit den Variabelnwerthen ver- 
schiedene aber endliche Werthe annimmt, denn es gäbe immer noch 
Potenzreihen B(x|c), die mit gewissen, aus dem primitiven Elemente 
abgeleiteten Reihen, deren Convergenzkreise die singuläre Stelle ce be- 
sitzen, an unendlich vielen Stellen mit der Häufungsstelle c überein- 
stimmten, und übrigens wäre auch («—c) f(x) und dann f(x) regulär. 
Also auch dieses Verhalten ist zufolge der Definition der singulären 
Stelle nicht möglich. 

Die eindeutige analytische Function wird demnach an den singu- 
lären Stellen jedenfalls unendlich und gleichzeitig vielleicht auch viel- 
deutig. Diese Möglichkeit kann man hier nicht ausschliefsen, denn 
die letzten Argumentationen verlieren nun ihre Berechtigung. Eine 
eindeutige amalytische Function, die aber überhaupt nicht unendlich 
wird, gibt es nicht, oder — was dasselbe sagt — eine solche Function 
kann nur eine Constante sein. 

Um die Art des Unendlichwerdens zu fixiren, suchen wir zunächst 
die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dafs eine eindeu- 


tige analytische Funetion /(#) an einer Stelle x, endlich und stetig 
bleibt. 
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Wenn x, eine Stelle des Stetigkeitsbereiches der Function f (x) 
ist, so convergirt das Product («—x,) f(x) nach Null, auf welchem 
Wege immer die Variable nach &, rückt. Dasselbe gilt von dem Pro- 
duete der Function f(x) und einer in der Umgebung von &, regulären 
und für <= x, verschwindenden Function. Ist aber umgekehrt 


e-)ral=0,- 


so wird f(x) in der Umgebung von x, durch eine Potenzreihe dar- 
gestellt. 

In der That: nehmen wir zuerst an, dafs das Product (2 —x,) f(x) 
bei irgend einer Annäherung von x an die Stelle x, nach dem end- 
lichen Werthe @ convergirt, so ist die analytische Function («—x,) f(x) 
in der Umgebung von &, regulären Verhaltens und es existirt eine 
Darstellung: 


(&—%) (2) = 9 + — %) Pı (#8) = Iwan). 
Hieraus folgt, dafs m 


fi) = — Bu ee 


% — &p 


ist und f(z) wird an der Stelle x, unendlich grofs, solange a, von 
Null verschieden ist. Ist aber 


(ef) 0, 


so muls a, verschwinden, und f(x) ist in der Umgebung von x, end- 
lich und stetig. Die verlangte Bedingung ist somit gefunden. 

Trifft man nun die Unterscheidung: Entweder gibt es eine ganz- 
zahlige Potenz von (= — c) derart, dals das Product von f(x) und 
dieser Potenz eine in der Umgebung der singulären Stelle c reguläre 
Function ist, oder es gibt keine solche Potenz, und nennt man in 
dem ersten Falle die singuläre Stelle eine aufserwesentlich, in dem 
zweiten Falle eine wesentlich singuläre, so erhellt, dafs die analytische 
Function in der Umgebung einer aufserwesentlich singulären Stelle in 
der bestimmten Gestalt N 

fo) = m lat H@- +? +: 7] =D me) 
darstellbar ist, wo m eine positive ganze Zahl gleich oder grölser als 
Eins bedeutet und a, von Null verschieden ist. Ferner wird (=) für 
jeden unendlich kleinen Werth von | — c| unendlich grols und es 


eilt f(&) = ©.*) 


*) 8. Weierstrafs: Zur Theorie der eindeutigen analytischen Functionen 
(in den Abhandl. der Berliner Akad. 1876 oder in den Abhandlungen aus der 
Functionenlehre 8. 2). 
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Der Functionswerth ist somit auch an der aufserordentlich singu- 
lären Stelle als Grenze derjenigen Werthe anzusehen, welche die 
Funetion an den in beliebig kleiner aber endlicher Umgebung von c 
liegenden Stellen ihres Stetigkeitsbereiches annimmt. In diesem Um- 
stande liegt der Grund, warum man auch die singulären oder Grenz- 
stellen des Stetigkeitsbereiches zu dem Bereiche der Function rechnet. 


[62] 


In dem Convergenzbereiche der Reihe Da (x —-c)“ gibt es nur 


u=—m 
eine singuläre Stelle der Function f(x), nämlich c. Daraus folgt un- 
mittelbar, dafs die Häufungsstelle unendlich vieler aulserwesentlich sin- 
gulärer Stellen eine wesentlich singuläre Stelle sein mufs, denn für 
diese gibt es keine Umgebung, die nicht auch singuläre Stellen ent- 
hielte. Umgekehrt braucht natürlich die wesentlich singuläre Stelle 
nicht Häufungsstelle aulserwesentlich singulärer zu sein. 


R . se 1 
Da wir unter £ — oo stets die Grölse E verstehen und demnach 


die an der Stelle oo reguläre Function in der Umgebung der unend- 
lich fernen Stelle die Darstellung hat 


1 1 
ln a rer Nr ne ee 


so wird die Stelle oo eine aufserwesentlich singuläre sein, wenn die 
Function daselbst erst nach Multiplication einer ganzzahligen Potenz 


von —_ regulären Verhaltens ist. Die Function erhält dann die Dar- 


stellung & 


Daun (20). 


u=V 
Die aufserwesentlich singulären Stellen ce und oo sind nunmehr 
durch die Bedingungen gekennzeichnet, dals die Grölsen 


1 
(@ — cm f(x ) 3 („r@) 
endlich und von Null verschieden sind. Nach dem Exponenten m 
heist die aulserwesentlich singuläre Stelle eine von der m!" Ordnung 
oder eine mfache. 
Die wesentlich singulären Stellen (ce) einer Function f(x) sind für 
1 


die reciproke Function Fa) gewils Stellen gleicher Art. Denn wäre 
Ss in der Umgebung von c regulär oder hätte Ei die aulserwesent- 


lich singuläre Stelle m'“" Ordnung, so mülste f(x) ebenfalls regulär 
sein und zwar besälse f(x) in dem zweiten Falle die mfache Nullstelle 
c, denn das die Function f(&«) in der Umgebung von e darstellende 
Element hätte die Gestalt _ 

(ce)? Ble— ce). 
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Die Stelle e ist aber auch eine wesentlich singuläre Stelle von 
f(x) — A und or ‚ wo A irgend eine angebbare Gröfse bezeichnet. 


Daraus folgt, dals die Function f(x) in unendlich kleiner Umge- 
bung einer wesentlich singulären Stelle jedem Werthe beliebig nahe 
kommen kann. Denn wenn die Funetionalwerthe bei einer bestimmten 
Annäherung von x an die Stelle c der Begrenzung des Stetigkeitsbe- 
reiches nach dem Werthe oo convergiren, und auch die Fuunetionen 


n und FI A in beliebiger Nähe von c dem absoluten .Betrage 


nach grölser werden als jede angebbare Gröfse G@, so gibt es daselbst 
auch Stellen, wo |f(x)| gröfser wird als G, und Stellen, wo |f(«)| 
von jeder Grölse A um die beliebig kleine Gröfse = beliebig wenig 
verschieden ist. 


Die Function ist demnach an der wesentlich singulären Stelle völlig 
unbestimmt. — 


Es sollen die bisher aufgestellten, durch bestimmte arithmetische 
Gröfsenoperationen definirten Ausdrücke betrachtet werden, auf dals 
wir die neuen Resultate gleich verwerthen können. 

Die rationale Function einer Veränderlichen konnte stets auf die 
Form 


n 02) 
Am am Am, 

fl) = 9.) + St 4 et 
N! 4 % v 


gebracht werden, wo g9(x) eine ganze rationale Function bedeutet, 
deren Grad etwa m sei. Die Function f(x) ist eine eindeutige, stetig 
veränderliche Gröfse, aber auch eine monogene analytische Function, 
denn sie läfst sich in die Umgebung jeder von c,, &,...C, und & 
verschiedenen Stelle x, durch eine Potenzreihe B(x|x,) darstellen, 
indem 


9) an) Ile) et... gm) St 
ist und der Ausdruck 


1 1 1 1 
(8 c„)tr 2 (&0 ee &0))"r r (& Pe ar (: = Be =)” 
6,—% 
in eine innerhalb des durch die Ungleichung 
’ u %o 
—|< 1 
ev 


definirten Bereiches convergente Potenzreihe zu entwickeln und die 
Summe einer endlichen Anzahl solcher Reihen nach Potenzen von 
(x — x,)- gewils endlich ist. 


Biermann, Functionentheorie. 12 
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Die Stellen e,, &,...c„ und oo sind die Grenzstellen des Stetig- 
keitsbereiches unserer Function f(x), und weil 


(8 — c,)®wf(2) und - f(a) 


in der Umgebung von c, und oo regulären Verhaltens und an diesen 
Stellen von Null verschieden sind, sind die Grenzstellen aufserwesent- 
lich singuläre der m,!® und m!® Ordnung. 

Die rationale Function hat somit keine wesentlich singuläre Stellen. 
Diese Eigenschaft ist charakteristisch, denn umgekehrt ist jede eindeu- 
tige analytische Function f(x), deren Stetigkeitsbereich nur durch aufser- 
wesentlich singuläre Stellen begrenzt ist, eine rationale Function.) 

Der Voraussetzung zufolge ist die durch die singulären Stellen 
definirte Punktmenge eine isolirte, welche keine abgeleitete Punkt- 
menge besitzt, denn deren Stellen wären ja wesentlich singuläre Stellen. 
Daher ist f(«) in der Umgebung jeder Stelle x, in der Form 

@— 0)" +1 @—-o)+3@— nt) 
darzustellen, wo m nur für eine endliche Anzahl von Stellen x, po- 
sitiv ist. 

Gibt es im Endlichen keine Grenzstelle, läfst sich /(z) demnach 
in der Umgebung jeder endlichen Stelle x, und auch in der Umgebung 
von 2&=( durch eine für alle endlichen Werthe von |® — x,| resp. 
|x| convergente und ausschliefslich nach positiven Potenzen fortschrei- 
tende Reihe darstellen, so ist f(x) nothwendig eine ganze rationale 
Function 


f)=oHt%l&@— 2) +: + m (la — 0)” 
[En THE Hm: mEr, 
denn die beständig convergenten Reihen 


ot — oo) to — ut: 
HFC mE +: 


müssen bei einem endlichen Gliede abbrechen, wenn eine ganze Zahl 
m existiren soll, so dafs 
1 VOR or, 
"re 


in der Umgebung der unendlich fernen Stelle oo regulär und für un- 
endlich grolse Werthe von x endlich und von Null verschieden wird. 

Existiren hingegen im Enndlichen die n singulären Stellen c,, c,, 
...C, und wird 


oder 


oder 


— 6)" fa) v=1,2,...n) 
in der Umgebung von c, regulär und an der‘Stelle c, endlich und von 
Null verschieden, so ist das Product 


=) Weierstrafs, Abhandl. aus der Functionenlehre 8. 3. 
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rofl var a)” 


v=1 
in der Umgebung jeder endlichen Stelle in eine Potenzreihe zu ent- 
wickeln und somit eine ganze rationale Function g(x), denn das Pro- 


N 


duet von f(x) und der ganzen rationalen Function | [« — &)”r be-' 
yv=1 

sitzt ebensowenig wie f(x) die wesentlich singuläre Stelle oo. Auf 

solche Weise ist die Darstellung von f(x) als Quotient ganzer ratio- 

naler Function 


wirklich bewerkstelligt und der Satz bewiesen. 

Fügt man darnach dem Stetigkeitsbereiche (A) einer Function f(x) 
die aulserwesentlich singulären Stellen hinzu und stimmt der neue Be- 
reich (A’) mit dem unbegrenzten Bereiche der unbeschränkten Varia- 
beln x überein, so ist f(x) eine rationale Function. Ist aber der neue 
Bereich (A’) begrenzt, so hat f(x) nothwendig wesentlich singuläre 
Stellen. Die Function heifst dann transcendent und man sagt von ihr, 
dals sie sich in dem Bereiche (A’) wie eine rationale Function verhält. — 

Entwickelt man den Quotienten gegebener rationaler Functionen 


9) = [178 A a FE a RE 7 
92,(2) = Bm" + PPrtar u. + ß, 
in eine Potenzreihe 


fo) == Zar = Ba), 


Ra) — 


so sind die Üoefficienten aller auf das (a+ 1)'° folgenden Glieder durch 
eine Gleichung der Form 


Bont» + Bın4v-ı + + Bmantv—m — 0 


definirt, d. h. jeder Coefficient a„+, ist als ein und dieselbe ganze 
Function ersten Grades einer constanten Anzahl m unmittelbar voran- 
stehender Ooefficienten darzustellen. 

Eine Potenzreihe, deren Coefficienten von einem bestimmten ab 
diese Eigenschaft haben, heilst recurrürend. 

Eine recurrirende Potenzreihe 


a 
Pe) = > ya” 
v=0 
oder B(zx|x,) stellt in ihrem Convergenzbereiche eine rationale Func- 
tion dar. 
12* 
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Setzen wir unter Annahme einer für jedes v geltenden Beziehung: 
Bo Cn-+v + ßı CA+r—1 + Dr + nn il) 
Bmam + nam + + 9,0) 


und bilden das Product B(x).g,(2), so ist die convergente Summe 


® (Bu a B(x)) 


wegen der angesetzten Gleichung nur eine Potenzreihe mit einer end- 
lichen Anzahl von Gliedern, d. h. eine ganze rationale Function g, (&) 


und aus 
B(2).92(@) = 9®) 


ln HR, 
\ “ 92(®) 


Die Potenzreihe ist also nur das Element der durch sie definirten 
rationalen Function. — 


folet 


Von der Summe unendlich vieler rationaler Functionen 


Do Fe) 


v=l 
können wir nun auch sagen, sie ist eine eindeutige analytische Func- 
tion, wenn für dieselbe ein Bereich gleichmälsiger Convergenz existirt. 
In der Umgebung einer Stelle x, dieses Bereiches kann man nämlich 
jede einzelne der rationalen Functionen f,(x) in eine Potenzreihe 
P,(z|x,) entwickeln und hierauf die Summe 


EN R 
> Prl@ — 2) 
vi 
selbst in eine Potenzreihe B(x — x,) zusammenziehen. Diese Reihe 
bildet ein primitives Element der nunmehr schon als analytische Func- 
tion erkannten Gröfse F'(x), aus dem man alle Elemente ableiten kann. 


Der Bereich der gleichmälsigen Convergenz einer Reihe > 
v=1 

kann aus mehreren von einander getrennten einfach zusammenhän- 
senden und zweifach ausgedehnten Continuis bestehen. Da die Stellen 
auf den Begrenzungen eines Bereiches (A), der die Stellen x, enthält, 
nothwendig singuläre Stellen des primitiven Elementes P(x|x,) und 
seiner Fortsetzungen sein werden, so können die Convergenzbereiche 
der Elemente oder kann der Stetigkeitsbereich der durch B(x|x,) de- 
finirten Function nicht über das Continuum hinausragen. 


In einem zweiten Continuum definirt die Reihe 3 f(x) eine 
= a 


zweite Funetion, die mit der früheren — soweit wir jetzt ersehen — 
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aufser allem Zusammenhange steht, denn wir sind nicht im Stande, die 
Elemente der beiden Functionen in einander überzuführen. 

Gibt es endlich auch Stellen aulserhalb aller Bereiche gleich- 
mälsiger Convergenz, so definirt die gegebene Summe dort keine ana- 
lytische Function. — 

Wir begegneten früher auch einer beständig convergenten Reihe 


2 3 

Ole aa 
Diese definirt eine eindeutige analytische Funetion f(x) und stellt sie 
vollständig dar; die Function f(x) hat die wesentlich singuläre Stelle 
co und ihr Werth an einer endlichen Stelle x, wird durch ®(z,) oder 
den Werth einer direct abzuleitenden Reihe V(x|x,) an der Stelle x, 
anzugeben sein. Da offenbar jede Ableitung von B(x) wieder B(x) 
ist, wird _ 

= zw; 2 
Bez 2) Ba)-(1+° + x a) Se; .) 
Bla, — 2) = Fa) fr — 9) = Ma). 

Die Function f(x) =1+ an ... hat also die in der Gleichung 


f(z) = f(&,).f(& — &%,) ausgesprochene Eigenschaft, die vor Allem be- 
sagt, dals f(x) in seinem Stetigkeitsbereiche nicht verschwinden kaun, 
indem mit einer Nullstelle x, auch & eine sein mülste und eine Func- 
tion, die an jeder Stelle x verschwindet, keinen Sinn hat. Wir be- 
zeichnen sie mit E(x) und schreiben ihre Eigenschaft in der Form 
E(&,) E(&,) = E(&,+ %,), indem wir an Stelle von z und x, x, resp. 
%, setzen. 

Offenbar wird jede beständig convergente Reihe eine eindeutige 
analytische Function mit der wesentlich singulären Stelle oo darstellen, 
und umgekehrt wird eine für jeden endlichen Werth der Variabeln 
reguläre eindeutige analytische Function durch eine beständig con- 
vergente Reihe auszudrücken sein. 

Diese eindeutigen Functionen heilsen ganze Funetionen und zwar 
ganze rationale oder ganze transcendente, je nachdem die Stelle oo eine 
aufserwesentlich oder wesentlich singuläre Stelle ist. — 

Für die ganze rationale Function g(&) bestand der Satz: Es lälst 
sich stets eine positive Grölse r der Beschaffenheit angeben, dals für 
alle der Bedingung |z| > r genügenden Werthe der Variabeln der 
absolute Betrag von 9(x) grölser wird als eine beliebig vorgegebene 
Gröfse A. Für die ganze transcendente Function 


G(a) = Dar 
v=0 
kann der gleiche Satz nicht ausgesprochen werden, denn der Beweis 
des voranstehenden Satzes beruhte auf der Voraussetzung, dals die 


und nun 
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Potenzexponenten eine angebbare Zahl nicht überschreiten. Doch wir 
können zeigen, dals unter ‘den Werthen x, deren Betrag grölser ist 
als eine positive Grölse r, stets solche existiren, für die der Betrag 
von @(x) grölser wird als eine beliebige Grölse A.*) 

In der That: bezeichnet X die obere Grenze der Werthe |@(«)| 
für alle Werthe x mit dem Betrage &, so ist für jedes v 


K > |a,|& 


und hier kann man &E > r so wählen, dafs die obere Grenze X auch 
gröfser wird als A; es muls unter den Grölsen |a,| nur solche geben, 
die von Null verschieden sind, und das ist zweifellos der Fall, wenn 
die ganze Function nicht überall Null oder constant ist. 

Dieser Satz schliefst nicht aus, dafs die ganze transcendente 
Function in dem Bereiche |x|>r Werthe annimmt, die kleiner sind 
als jede vorgegebene Grölse, und das ist auch der Fall, denn in be- 
liebig kleiner Umgebung der Stelle oo existiren Stellen, an denen die 
ganze Function jedem Werthe beliebig nahe kommt. 

Wir betrachten endlich noch die Verallgemeinerung des Quotienten 
ganzer rationaler Functionen, nämlich den Quotienten beständig con- 
vergenter Potenzreihen ai 2 

G,() = Dar, Ga) = Der, 
v=V0 v=0 
der sich gewils in der Umgebung der Stelle Null in eine Potenzreihe 
entwickeln lälst, wenn @,(0) nicht verschwindet. Diese Reihe definirt 
wieder eine eindeutige analytische Function, und zwar wird die Fort- 
setzung der Reihe 


Ay X & 
ZI Dowr— Bo) 
DR. Fre 
vu 
um eine Stelle x, mit derjenigen Reihe übereinstimmen, in welche der 
Quotient der aus G,(x) und G,(x) direct abgeleiteten Reihen 


> a(® — x)” und Bu (x — 0) 


a) N) 


zu entwickeln ist, 
Haben G, (x) und @,(x) in der Umgebung einer Stelle ce die Gestalt 


am(® — OP + amp (® — Hit... 


Bm — ©)" + Barı (8 — OH... 


*) J. Thomae, Elementare Theorie der analytischen Functionen 8$ 109, 
164, 165. 
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wo die ganzen Zahlen m und n auch Null sein können, so wird der 


Quotient 
a LE CB a eh 


re Zoe 


G,(&) 
G3(&) 


Be (x en A 


. & - . 
in der Umgebung von c nach Null oder —” oder unendlich convergiren, 


ß 


je nachdem m —n positiv, Null oder negativ ist. Nur in der Umgebung 
der Unendlichkeitsstellen c des Quotienten kann man keine Potenz- 
reihe B(z|c) herstellen, welche mit dem Quotienten übereinstimmt, 
daher reicht der Convergenzbereich des ursprünglichen Elementes ® (x) 
bis an die der Stelle Null nächstliegende Unendlichkeitsstelle des 
Quotienten, d.h. bis an die nächste nfache Nullstelle des Nenners 
G,(x), welche für den Zähler @, (x) Nullstelle niedrigerer Ordnung ist. 

Hier heilst eine Nullstelle c wieder nfach, wenn die Entwicklung 
der ganzen Function G(x) in der ee von c mit dem Gliede 
n“" Potenz beginnt oder wenn die Ableitungen der ersten na —1 Ord- 
nungen für = c verschwinden. 

Hat die ganze Function G,(x) im Endlichen keine Nullstelle, so 


muls der Quotient G, wieder in eine beständig convergente Reihe zu 
2 


entwickeln sein oder eine ganze Function definiren. 
An diesen Satz schlielst sich unmittelbar das Fundamentaltheorem 
der ganzen rationalen Function: 
Jede ganze rationale Function G(x) hat Nullstellen, 


denn andernfalls mülste ja ne ‚ wo g(0) natürlich von Null verschie- 


g9(& 


den vorausgesetzt wird, eine ganze Function sein, doch das ist nicht 
möglich, weil man eine Gröfse r so angeben kann, dals |g(x)| für 
alle Werthe von x aufserhalb der Umgebung r von <= 0 grölser 
wird als eine vorgegebene Grölse und dann keine Werthe in dem ge- 


nannten Bereiche existiren, für welche auch F ” | grölser wird als 


eine angegebene Grölse. 
Dieser Beweis rührt von Weierstrals her. 


$S 35. Endlich vieldeutige analytische Functionen. 


Wir wollen auch die aus einer gegebenen Potenzreihe entsprin- 
gende mehrdeutige analytische Function im Allgemeinen untersuchen. 
Es sei also eine convergente Potenzreihe B(z|a) gegeben und es 
sei bekannt, dafs bei den unendlich vielen Übergängen von a nach 
einer Stelle x, eine endliche Anzahl von einander verschiedener Ele- 


mente Bea), Balale,)ı. - .- Pnl&|&o) 


hervorgehen. Jedes dieser Elemente ®, besitzt mindestens eine sin- 
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guläre Grenzstelle, in deren Umgebung keine aus ®, abgeleitete Reihe 
existirt, die mit PB, an unendlich vielen Stellen übereinstimmt. Ver- 
schiedene Elemente können auch dieselbe singuläre Grenzstelle haben; 
daher ist es möglich, dafs gerade x, auch singuläre Grenzstelle wei- 
terer aus B(x|a) abgeleiteter Potenzreihen ist; setzen wir aber fest, 
dals dies nicht der Fall sei, so definirt die ursprüngliche Reihe eine 
ndeutige analytische Function. 


Die n Elemente ®, setze man auf gleichem Wege, d. h. durch 
Vermittlung derselben Stellen fort. Die Werthe simultaner Fort- 
setzungen an einer Stelle x, ihres gemeinsamen Convergenzbereiches 
sind die » Werthe der Function für =x,. Die Gesammtheit der- 
jenigen Elemente, welche aus einem Elemente ®,(x|x,), aber bei glei- 
chen vermittelnden Stellen aus keinem der übrigen Anfangselemente 
Pu(x|x,) hervorgehen, constituirt einen Zweig der mdeutigen Function. 

Jeder der m Zweige verhält sich insofern wie eine eindeutige 
Function, als er an jeder Stelle seines Stetigkeitsbereiches, der durch 
die Gesammtheit der 'regulären Stellen des Zweiges zu definiren ist, 
nur einen Werth besitzt, aber er besteht nicht als ein abgeschlossenes 
Ganze, sondern nur in Zusammenhang mit den übrigen Zweigen, denn 
man kann von jedem Elemente eines Zweiges zu jedem Elemente irgend 
eines anderen gelangen. Es ist darum auch nicht erlaubt, von vorn- 
herein zu behäupten, dals der einzelne Zweig an den Grenzstellen 
seines Stetigkeitsbereiches wie die eindeutige analytische Function un- 
endlich wird. 


Es läfst sich aber beweisen, dafs die endlich mehrdeutige ana- 
lytische Function unendlich werden mufs, und zwar dadurch, dafs 
mindestens einer ihrer Zweige unendlich wird. 


Bilden wir aus den n zusammengehörigen Functionselementen 
Bıl@laod, Bolzlao)-- - Br&| 20) 
die n elementarsymmetrischen Ausdrücke 
Btht HB 
BR+BB+ + PrıPa 


IE 
die in dem gemeinsamen Convergenzbereiche der » Elemente selbst in 
Potenzreihen 

1 Rlalx Pr 

Bı ala), PBa@laos - - - Pr (&|%0) 
zu entwickeln sind, so haben wir » eindeutige analytische Funetionen 

h@), fl, ... fn(®) 

definirt. — Heifsen nämlich die in der Umgebung einer Stelle x, ex- 
istirenden simultanen Elemente 
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‚ BUNG 
ala), Pralaı),..- Ba l@]zı), 
und setzt man die obigen Ausdrücke auf irgend einem von x, nach x, 
führenden Wege fort, so erhält man stets dieselben Ausdrücke 


It Pt we Br 
BPR+ Bı + ++ B-ı BP. 


IM WW. .. Er 
Die n Reihen 

Pılalaı), Pol@laı),.-- Brl@la); 
in welche sich die transformirten Ausdrücke zusammenziehen lassen, 
sind keine anderen als die auf irgend einem Wege abgeleiteten Fort- 
setzungen der n Elemente P,(z|,) w=1,2,...n). 

Der Beweis ist sehr einfach: Nehmen wir zunächst an, dafs die 

Stelle x, in dem gemeinsamen Convergenzbereiche der on P,(2|%,) 
liege, und setzen z. B. in 


Palo) + Balz) ++ Pr(alaı) = Palo) 
jede Reihe nach &, fort, so entsteht durch Vereinigung der Reihen 
Pu (2|x,, %,) eine Reihe 


Palo) — = Bu(& |, 2), 


die an unendlich vielen Stellen jeder Umgebung von x, mit der aus 
B(z|x,) abgeleiteten Reihe rel, 2) übereinstimmt. Es wird also 


Palo, )= PB (ela). 

So kann man fortfahren, und der Satz ist evident, den man all- 
gemein dahin aussprechen kann: Eine analytische d.h. durch die ele- 
mentaren Gröfsenoperationen ausdrückbare Deziehung zwischen Potenz- 
reihen von gemeimsamem Oonwvergenzbereiche bleibt auch für die simul- 
tanen Fortsetzungen bestehen. 

Die n elementarsymmetrischen Ausdrücke oder die Potenzreihen 
Bu (&|2,) definiren somit eindeutige analytische Functionen, welche in 
dem Bereiche, wo es m aus B(x|a) entspringende Elemente gibt, ex- 
istiren. An den singulären Stellen werden sie aber unendlich, und 
weil /,(&) nur dadurch unendlich werden kann, dals eines der Ele- 
mente ®.(2|x,) oder eine der Fortsetzungen dieser Reihen eine singuläre 
Stelle hat, in deren nächster Nähe der Werth eines Zweiges grölser 
wird als jede vorgegebene Grölse, so ist auch die m deutige analytische 
Function an einer ihrer Grenzstellen unendlich. — 

Bezeiehnen wir die mdeutige Funetion mit y(z) und sind die n 
Werthe an derselben Stelle «, 


Yı (%0) » Yr (&0) ; „+ In (#0) 
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und somit 
Yo) + Yolaı) ++ ml) = Fı(&o) 
Yı (%o) SR + Yı(@0) Yz(&,) + + Im) Yn 2 = f,(#,) 


Yı ne De - Un Yes = ” a 
so erhellt, dafs die n besagten Werthe y,(x,) die n Lösungen der al- 
gebraischen Gleichung 


| opt N) 0 
sind. 


Dieselbe Gleichung besteht offenbar für alle Systeme von y Wer- 
then, die den Ställen: %, des gemeinsamen Convergenzbereiches der 
Reihen B,(2|x,) angehören, wenn nur das Argument” der eindeutigen 
Functionen f.(z) in x, abgeändert wird, dann aber gilt für jedes Sy- 
stem simultaner Piineidnaly He die Gleiche 


ha) + hy + Vf) 0. 


Man sagt daher: Die n Elemente y„—= B,.(x|&,) und deren simultane 
Fortsetzungen genügen einer algebraischen Gleichung, in welcher die 
Dan eindeutige Functionen sind und drückt damit aus, dals 
die Substitution von 

a y—%Dulalz,) und ua) = Bulz|xo) 
eine identisch verschwindende Potenzreihe hervorruft. 

Ist nunmehr bewiesen, dafs die ndeutige analytische Function als 
Lösung einer algebraischen Gleichung mit eindeutigen Üoefficienten zu 
betrachten ist, so folgt auch, dals jedenfalls einer der Coefficienten 
unendlich werden mu/s, wenn em Zweig der Function y und diese selbst 
unendlich wird. 

Es sei % = %n(2|x,) ein Element eines Zweiges mit der singu- 
lären Stelle c, an welcher der Zweig unendlich ist, aber c gehöre 
noch dem Convergenzbereiche der übrigen (n—1) Elemente ®,(x|x,) 
an. Bildet man dann die Potenzreihen, in welche sich die (n — 1) 


Ausdrücke 
Bı Er %+ KR 
5 ” an 2 RL + Ba Pr-ı 
B, R,. . Be 1 


entwickeln lassen, sie heifsen 


v2), la), +: Pr-ı(l&|%0), 


so sind die Coefficienten f,(#) in der Umgebung der Stelle x, der Reihe 
nach durch 
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B, (212) = Ppı(@l©) + Pr (@ 120) 
Be(@|20) = (20) + m-ı(2|2)-Prl&|o) W=2,3...n—1) 
Pr (2|%0) = Pa-ı (| 20) Pr (&| 0) 


darzustellen, aber man kann aus diesen Reihen nicht » Potenzreihen nach 
(&— ec) bilden, weil B.(x|x,) unendlich wird, wenn x nach c convergirt. 
Dann muls ®,(x|x,) und f(x) die singuläre Stelle c besitzen, aufser 
wenn pn-ı(c|&,) verschwindet. In diesem Falle muls ®,_1(x|x,) und 
n-ı (x) die singuläre Stelle c haben, wenn nur [y(x|x,)] von Null ver- 


schieden ist. Ist aber p(c|x) gleich Null und verschwinden alle Po- 
tenzreihen an der Stelle = c, so muls nothwendig der letzte Coef- 
fieient f(x) die singuläre Stelle c besitzen. Einer der Coeffieienten 
f„(&) wird also in der That.an der Stelle c unendlich. 

Denken wir nun eine ndeutige analytische Function y direct dureh 
eine algebraische Gleichung definirt, deren Coefficienten eindeutige 
analytische Functionen sind, und will man diejenigen Stellen finden, 
an denen mindestens ein Zweig der Function unendlich wird, so suche 
man die Grenzstellen des gemeinsamen Stetigkeitsbereiches dieser ein- 
deutigen Functionen. Sind die Üoefficienten ganze Functionen, so wird 
die Stelle oo die einzige Unendlichkeitsstelle. 

Die vorstehenden Beweise sind nicht mehr anwendbar, wenn es 
sich um unendlich vieldeutige monogene analytische Functionen han- 
delt, denn die Summe unendlich vieler Elemente ®,(x|x,) oder irgend 
eine der früher benützten Combinationen, die nun bis auf die letzte 
immer aus unendlich vielen Summanden bestehen, braucht keinen Be- 
reich gleichmäfsiger Convergenz zu besitzen, und wir können die 
Reihen ®,(x|x,) nicht mehr bilden. Wir dürfen nicht schliefsen, 
dals die unendlich vieldeutige analytische Function auch unendlich 
werden müsse, und es erscheint möglich, dafs unendlich vieldeutige 
Functionen existiren, die nirgends unendlich werden; doch der Stetig- 
keitsbereich oder der Bereich regulärer Stellen einer solchen Function 
muls auch begrenzt sein. — 

Es ist jetzt noch zu erwägen, was man aus dem einzigen Umstande 
schliefsen kann, dafs einem Elemente B(x|x,) mehrere Potenzreihen 
B,(2|2,) = 1,2...) entspringen. Der Einfachheit halber nehmen 
wir an, dals wir es mit einer zweideutigen monogenen analytischen 
Function zu thun haben. 

Ist das Element ®,(x|x,) durch Vermittlung der Stellen a,, a, 
...Q„ und der Reihen 


PB, 2], a), Pı@lao, as @): -.- Pı(@ la, &, 42, .-- An) 


aus ®, (x|x,) abgeleitet, so kann man auch noch unendlich viele andere 
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continuirliche Wege finden, auf denen man wiederum von PB, (x|x%,) 
auf B,(x]|x,) geführt wird. 

Heifst der gemeinsame Uonvergenzbereich der aufeinanderfolgenden 
Elemente 


Pı(@la0, Ay ...-1) und Pı(@lao, a, @2,.-.@) 
A,, und wählt man in demselben ein oder mehrere «a, hinlänglich be- 
nachbarte Stellen «,, so werden offenbar auch die Elemente 


Bı (ala, u), Plalao, %5@%)--- Prl@|&o, a) 42, - 0m) 
den Übergang zu der Reihe ®B, (x|x,) vermitteln, denn deren Conver- 
genzbereiche können ganz in denen der früheren Reihen enthalten sein. 

Lälst man darauf x eine von x, über a,, 4,, ... @, nach x, und 
über ay, @y-ı, :.. 4, a nach X, zurückführende Werthemenge P 
durchlaufen, welche ein zweifach ausgedehntes Continuum vollständig 
begrenzt, verlälst man aber niemals das aus den Convergenzbereichen 
aller angeschriebenen Elemente zusammengesetzte Gebiet, so wird der 
diesen Variabelnwerthen entsprechende Functionalwerth von 

[Bı(@Iz)] ausgehend über [B,(zle)] 
2 Z%o TZz&, 

nach dem Anfangswerthe zurückkehren. Es gibt also geschlossene 
Wege, auf welchen ein Functionalwerth in sich selbst übergeführt 
wird; dieselben begrenzen ein Continuum, an dessen inneren und Be- 
srenzungsstellen der zu B,(x|x,) gehörige Zweig regulären Ver- 
haltens ist. 

Vermitteln ferner die Stellen d,, b,,...D„ einen Übergang von 
Pı(®|x,) nach einer zweiten Reihe ®,(x|x,), so muls der Functional- 
werth [B,(@|x,)] auf dem Wege von x, über die b und x, und die 


e=2 


Stellen « bis x, in [B,(#]x,)] übergehen und die Fortsetzungen 


2 
Br @laı, an), Bolalaı, an, an)...» Ba(l&|2 , An, An-ı, - -- a1) 
führen nothwendig zu einer von B, (x|x,) verschiedenen Reihe B,(z|x,). 
Es gibt also auch geschlossene Wege, auf welchen ein Functio- 
nalwerth [B, (2|%,)] in einen andern [B, (x|x,)] übergeht. Die- 


Ki ER 
selben begrenzen ein Continuum, innerhalb dessen Stellen liegen müs- 
sen, in deren Umgebung keine aus B,(x]x,) oder B,(x|x,) ableitbare 
Potenzreihe existirt. 

Andernfalls könnte man ja innerhalb dieses Continuums immer 

eine Folge von Stellen 

REN ET 
so angeben, dafs die Convergenzbereiche der Reihen 


Bla], 5) Bı@l®o, C1, 6)» Pı(@l®o, &, &r--- ©) 
theilweise mit denen der Elemente 
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lan), Bild) 
zusammenfallen und daselbst mit ihnen übereinstimmen; und dasselbe 
Verhältnils bestünde zwischen den Reihen 
P@lao, 0), Palo, 5%) --- Pal@|Ror &, &,--- 6) 

und den durch Vermittlung der Stellen a respective b aus ®,(z|x,) 
abgeleiteten Reihen. Sind aber die Stellen c, und c; so nahe bei a, 
und b„ gelegen, dals der Convergenzbereich der Elemente 

Pı(@l®o, &, 69...) und Palau, c', &%,...6) 
die letztgenannten Stellen umfalst, so kann man aus diesen direct die 
Reihen 

Pı(@l@o, a, ,...a.) und B(a|ao, di, bar... Om) 


beziehungsweise 


Prl@|%o, @, 45...) und P,(@|&, bi, b2,.. . 0m) 
ableiten, und zwar stimmen dann diese Paare von Elementen in ihrem 
gemeinsamen Convergenzbereiche überein, soweit er auch dem Be- 
reiche von 


Pı@l%0, 61%...) oder Palo, 07, %,...6) 
angehört. Wenn aber die Stellen a, und b„ genügend nahe bei x, 
liegen, so enthält der in Rede stehende Bereich auch die Stelle x, 
und es werden die Reihen 


Bı (200, & 4, - An, %) = Pı(@|2ı) 
Br (@|%o, di, dar --- 0m, 2) = Ba (@|) 
B(A]00, u, %,--- m, 9) ER (2|x) 
Br (@| 80, dis dar. dm, a) = Bılalaı) 


untereinander übereinstimmen, was gegen die Voraussetzung verstöfst. 

Die ausgezeichnete Stelle (c) innerhalb des durch einen geschlos- 
senen Weg begrenzten Bereiches, bei Durchlaufen dessen ein Element 
eines Zweiges in ein Element eines andern Zweiges übergeht, heilst 
eine Verzweigungsstelle der mehrdeutigen Function. Dieser Übergang 
ist nur dadurch erklärlich, dafs jedes Paar der aus B,(x|x,) und 
P,(x|x,) oder B, (x|x,) und B,(x|x,) abgeleiteten simultanen Elemente 


Palo), Bela) 

mit der singulären Stelle (c) Functionalwerthe gibt, die bei irgend 
einer innerhalb des Convergenzbereiches von PB, (z|x’) und B,(z|x) 
gelegenen Werthereihe der Variabeln mit der Häufungsstelle c immer 
nach derselben Grenze convergiren, denn dann kann bei einem durch 
c gelegten Wege ein Functionalwerth von jener gemeinsamen Grenze 
ab zwei verschiedene Wege einschlagen. Diese Grenze aber kann 
endlich oder unendlich sein. 
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Es ist aber wohl zu beachten, dafs aus der Aussage allein: Eine 
zweideutige Function hat an der Stelle c einen und nur einen Werth, 
noch nicht geschlossen werden kann, dafs sie sich dort verzweigt, 
denn die Function kann in der Umgebung dieser Stelle durch zwei 
Potenzreihen darstellbar sein, die einfach in den Anfangsgliedern über- 
einstimmen. Die Verzweigungsstelle muls zudem eine solche sein, in 
deren Umgebung kein Zweig regulären Verhaltens ist. Es ist deshalb 
nicht jeder mehrfache Punkt (an welchem die Functionalwerthe über- 
einkommen) Verzweigungspunkt, aber jeder Verzweigungspunkt mehr- 
facher Punkt, und zwar wird die ndeutige monogene analytische Func- 
tion Verzweigungsstellen 1,2,3...(» — 1)!* Ordnung aufweisen können, 
an denen 2,3 usw., endlich alle n Zweige zusammenhängen, jedenfalls 
aber muls jeder Zweig mit jedem andern, sei es direct oder sei es in- 
direct, verzweigt sein. — 

Es sollte nun unsere Aufgabe sein, die voranstehenden Unter- 
suchungen auf den Fall von Potenzreihen mehrerer Variabeln auszu- 
dehnen. Wenn wir wieder von einer Potenzreihe 


Ba, 225.» %n|(@)) 

mit dem Convergenzradius R% ausgehen, und durch die Gesammtheit 
der ineinander fortsetzbaren, dem gegebenen Elemente entspringenden 
Potenzreihen die monogene analytische ein- oder mehrdeutige Function 
definiren und den Stetigkeitsbereich der mdeutigen Function durch die 
Gesammtheit der Stellen bestimmen, in deren Umgebung m reguläre 
Elemente existiren, haben wir zunächst das Verhalten der eindeutigen 
Function an den Grenzstellen zu untersuchen und als erste Aufgabe 
erscheint die Bestimmung der nothwendigen und hinreichenden Be- 
dingung dafür, dals die analytische Function an einer Stelle (9) 
endlich 'und stetig bleibt. 

Die nothwendige Bedingung besteht gewils darin, dafs das Pro- 
duct der Function f(&,, %,...%,) und einer an der Stelle (x) ver- 
schwindenden Potenzreihe By (&,, 233... &n|(x®)) in der Umgebung 
von (x) regulär und für u, =x0 (v—=1,2,...n) Null wird. Will 
man aber erfahren, ob diese Bedingung auch hinreichend ist, so mußs 
man aus 


FB = DB a 223. 2 (29) 

Bı 

Br 
entnehmen und erst fragen, wie sich dieser verhält. Man gelangt 
also zu einem Ausdruck, dessen Untersuchung wir schon früher ver- 
schoben haben, als es sich darum handelte, aus gegebenen Potenz- 
reihen neue abzuleiten (9.155). Auch hier genüge uns vorderhand der 
Begriff der analytischen Function mehrerer Variabeln. — 


den Quotienten 


Begriff der monogenen analytischen Function, j 191 


In diesem Capitel soll nur noch einer Reihe von Functionen ge- 
dacht werden, die zugleich mit einer analytischen Funetion existiren: 
wir meinen die Ableitungen. 

Wir wissen, dals das einzelne Element einer Function: 


P(z2|a) = Diasie — a)’ 
v0 
eine bestimmte Ableitung besitzt: 
Bela) = Dra,le — Qt, 
vi 
die zum mindesten ebenso lange convergirt als die gegebene Reihe; es 
muls aber untersucht werden, ob die Ableitungen der Fortsetzungen 
von B(x|a) auch Fortsetzungen von B(x|a) sind oder ob die Ablei- 
tungen aller Elemente einer monogenen analytischen Function selbst 
eine monogene analytische Function constituiren. *) 

Diese Frage beantwortet man damit bejahend, dals man zeigt, 
die Ableitung der durch Vermittlung von Stellen a,, @%,... dm ge- 
wonnenen Potenzreihe 

2, 
Plxla, a, 4)... An, &u) — D'B,(@ — 3%)” 
| 
ist identisch mit der auf demselben Wege ermittelten Fortsetzung von 
1 (z|a), nämlich mit 
See 


Man hat den Beweis nur für direct ableitbare Reihen zu erbringen. 
Wir stellen also die Reihe 


& 


Blala,aı) = Zum —a+@— a) N a)" 


v0 . 


0.04, Ay su Ins Kg) 


auf, bilden die Ableitung und zeigen deren Identität mit 


Bela, a) Dvala - at @- a) - DE@—a. 
—— I) 
Die Reihen B(x|a) und P(x|a, a,) besitzen einen gemeinsamen Üon- 
vergenzbereich. Sind z und + h zwei Stellen dieses Bereiches, so 


entsteht beim Ordnen der Reihe Das(a—a+@+h- a)" nach Po- 
tenzen von h: = 
Perkla, a) = Blala)+ Bela). h+hPBah), 
wo auch ®,(z|R) mit % unendlich klein wird. 
Die genannten Ausdrücke stimmen in einer Umgebung von x 
überein. Da aber dort B(x|a) und B(z|a, a,) dieselben Werthe er- 
geben und daselbst 


*) Siehe Pincherle 2. Theil 3 31. 
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PB (ala, a) — Plela) = Bla, h) — Bı(@, h) 

mit h beliebig klein wird, ‚werden die Reihen ®, (z|a,a,) und B’(z|a,) 
an allen Stellen einer hinlänglich kleinen Umgebung von x dieselben 
Werthe annehmen. Indem nun noch P(x|a) und P’(x|a, a,) in dem 
genannten Bereiche übereinstimmen, werden die nach denselben Po- 
tenzen fortschreitenden Reihen ®,(z|a, a,) und B’(z|a, a,) identisch. 

Damit ist der Satz begründet, dafs die erste Ableitung und dann 
auch jede folgende eine monogene analytische Function ist. Ob diese 
Derivirten ebenso vieldeutig sein werden wie die gegebene Function, 
ist a priori nicht zu entscheiden, nur die Derivirte einer eindeutigen 
Function ist gewils wieder eindeutig. 

Derselbe Satz gilt auch für die verschiedenen partiellen Derivirten 
einer analytischen Function mehrerer Variabeln f(&,, &,,...%,), deren 
Differentialänderung df(z,, %;,...%,) durch die Summe 


2 & : 
he ’ %y, pre 2) dx, = _ dx, 


definirt ist. Sind die Gröfsen &,, %,...%, selbst analytische Func- 
tionen neuer Variabeln 


f %—= PBlYı, Yar -- - Ym)» 
so wird 


und 


Viertes Capitel. 


Über den Umfang des Begriffes der analytischen Funetion. 


I. Abschnitt. 
Theorie der algebraischen Gleichungen. 


S 36. Einleitung. 


Mit den bisherigen Definitionen hat die allgemeine Functionen- 
theorie insoweit einen bestimmten Inhalt, als genau formulirt ist, was 
für veränderliche Grölsen als Functionen bezeichnet werden; doch der 
bestimmt gewählte Begriff einer analytischen Function wird erst da- 
durch von Bedeutung, dafs man die durch irgend einen arithmetischen 
Zusammenhang definirten Grölsen als analytische Functionen erkennen 
lernt. Wenn aber einmal gezeigt ist, dafs der Functionsbegriff die 
irgendwo in Rechnung tretenden Gröfsen wirklich umfafst und nicht 
zu eng gewählt ist, dann kann man andrerseits bei der Frage nach 
Gröfsen von bestimmt analytisch ausdrückbarer Eigenschaft stets ver- 
langen, dafs die gesuchte Grölse in einem endlichen, wenn auch noch 
so kleinem Bereiche der unabhängigen Variabeln eine analytische 
Function, und dort als solche durch eine convergente Potenzreihe dar- 
stellbar sei. Aus der primitiven Reihe, deren unbestimmte Coeffieienten 
mit Hilfe der Voraussetzung bestimmt werden, dafs das Element die 
Eigenschaft der gesuchten Function besitze, geht durch Fortsetzung 
eine analytische Function hervor, welche in ihrem ganzen Giltigkeits- 
bereich die verlangte Beschaffenheit aufweist, wenn die gefundene 
Potenzreihe wirklich convergent ist. Wir ziehen dabei gewils nur Zahlen- 
grölsen in Betracht, welche in der arithmetischen Einleitung als in 
der Rechnung zulässige bezeichnet waren. 

Nach dieser kurzen Andeutung zweier Aufgaben der Functionen- 
theorie, die den Gang für die ferneren Untersuchungen vorzeichnen, 
wenden wir uns gleich zu der Frage, ob eine von n unabhängig ver- 
änderlichen Grölsen &,, %,, . . .%„ abhängige Grölse y, welche durch 
eine Gleichung mt” Grades in y definirt sei, in welcher die Üoefficienten 
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eindeutige analytische Functionen sein mögen, eine analytische Func- 
tion ist. 

Die Gleichung laute: 
Fly, u) Ey ul re) FU U ee 

+ Umli. By. n)—=0. 

Wir wissen bereits, dals jedem Werthesysteme der Variabeln 
(&, &y, -.-%n), für welches die Coeffieienten » endliche Werthe be- 
sitzen, im Allgemeinen m von einander verschiedene Werthe y zu- 
gehören. Die Gröfse y ist also m-deutig, doch weil einer ihrer Werthe 
an der Stelle (x) unendlich wird, wenn diese eine Unendlichkeitsstelle 


eines der Coeffieienten —“ ist, so müssen die m Functionen 


—E (nl, 2%..m) 


einen gemeinsamen Stetigkeitsbereich besitzen. Werden die letzten 
(m — n) dieser Functionen an einer und derselben Stelle (x%) ihres 


n 


Stetigkeitsbereiches unendlich klein, 2 aber nicht, so nimmt die aus 


. 0 
der Gleichung 
Im 


m KT ym— u 

Yo Pr TR een 0 («) 
hervorgehende Grölse y an der Stelle («P) (m — n) unendlich kleine 
Werthe an. Im Falle a = m — 1 haben wir diese Behauptung als 
richtig erkannt und wenn wir sie als zutreffend ansehen, sofern die 


letzten m — n — 1 Coefficienten Pu 


unendlich klein sind, so folgt sie 
“Po 


auch in dem genannten Falle. 

In der That: bezeichnet y’ eine der (m — n — 1) unendlich kleinen 
Wurzeln, die nun existiren, so genügen alle übrigen Lösungen der 
neuen Gleichung 


KR ’ 
(mt &ymir.. + )yoy)—0. 


Da aber in dem Resultate der Division: 


Fr) _ ty", m Pay 
a y Ye y' % Ye y' 
Vn—2 > Y Im Y— y 
As %o Y— ur %, Yy— y” 
BT Y may I 1 en: Rz I, ym- wu Y ’u—2 +. e — > ym—uy/u—m f 
> um 


wenn dasselbe noch nach abnehmenden y-Potenzen geordnet wird, die 
letzten (m — n — 1) Coefficienten unendlich klein werden, hat die 
Gleichung («) wirklich (m — n) unendlich kleine Wurzeln, 
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Fast man die ursprüngliche Gleichung ins Auge, so kann man 
nur sagen, y hat an einer Stelle (x) des gemeinsamen Stetigkeits- 
bereiches der (m + 1) Funetionen 9 (m — n) unendlich kleine Wurzeln, 
wenn die letzten (m — n) Coefficienten & daselbst unendlich kleine 
Werthe annehmen und »,(x®, «0, ... x) nicht unendlich klein ist. 

In ähnlicher Weise zeigt man, dals n Wurzeln y unendlich grofs 
werden, wenn die ersten » Üoefficienten %,, %,, -. - %„-ı unendlich 
kleine Werthe annehmen und keiner der übrigen Coefficienten unend- 
lich grofs ist. 

Damit ist auch leicht bewiesen, dafs die endlichen Wurzeln 

WU 
welche einer Stelle (x) des Stetigkeitsbereiches der Coefficienten ent- 
sprechen, mit den Öoefficienten stetig veränderlich sind. Denn wählen 
wir in einer Umgebung von (x) eine Stelle (x® + &), an welcher x, 
von Null verschieden ist, so werden in den zugehörigen Wurzeln 


w+n (a=1,2...m) 
die Incremente n„ mit den &, unendlich klein. Substituirt man zu- 


nächst in F(y, &, %,, - .:%,) am Stelle von &,, &, + &,, so entsteht 
eine Gleichung: 


y” (dy),o Teen (%,),0 erde, (dr) „0 a Eh ae 
tm), 
wo (Yu),o für du (a9, 20... x) gesetzt ist und x, Functionen von 
&, &...8. sind, die mit diesen Gröfsen unendlich klein werden. 


Hier gibt die Substitution von y’ + n, an Stelle von yi einen Aus- 
druck der Gestalt: ® 


Fon, 29, 29,...0)+ Pin dt, 

worin ® mit den &, und F' mit n„ unendlich klein wird, so dals einer 
der Werthe von n, gewils nach Null convergirt. Weil das aber für 
jedes n„ zutrifft, so erscheint wirklich die unendlich kleine Werth- 
änderung der Coefficienten, bei welcher %, nicht Null wird, mit einer 
unendlich kleinen Änderung der Werthe von y verbunden, d. h. die 
Wurzeln einer Gleichung F= (0 ändern sich stetig mit den Coeffi- 
cienten, solange wir uns auf die Umgebung solcher Stellen des ge- 
meinsamen Stetigkeitsbereiches der letzteren beschränken, für die der 
Coeffieient der höchsten y-Potenz nicht verschwindet. 

Diese Eigenschaft der zu untersuchenden m-deutigen Grölse haben 
wir hier vorausgeschickt, um uns in dem Falle einer algebraischen 


Gleichung: 


Er eo) >32 ER, dar 2 n0, 


x “w=0 
13* 
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wo die Coeffieienten ganze rationale Functionen sind, gleich über die 
Unendlichkeitsstellen der Function % orientiren zu können, in deren 
Umgebung y gewifs nicht durch Potenzreihen darstellbar ist. Wir 
denken die rationalen Functionen f, von gemeinsamen Theilern befreit, 
dann sind die im Endlichen liegenden Nullstellen von f,(&, , %, -- - 2) 
Stellen, in deren Umgebung wir die Stetigkeit von y nicht erschlielsen 
können. 

Wir setzen ferner fest, dals G@(y, &, &, -- -%n) nicht in_das 
Product mehrerer Functionen G,(Yy, &, &,, .. . 2%), deren Üoefficienten 
wieder ganze rationale Functionen der unabhängigen Variabeln sind, 
zerlegbar oder nicht reductibel sei, denn andernfalls würden wir die 
Gleichungen G, = 0 untersuchen und die hieraus bestimmten Grölsen 
y genügten gewils der gegebenen Gleichung G — 0. 

Die wahre Bedeutung der irreductiblen ganzen rationalen Function 
G(Y, &, %, - -. %) erschlielst der folgende Satz: 

Sind G(y, 4, &yı -+.%) und Fly, 2, %, --:&n) Zwei ganze 
rationale Functionen der (n + 1) Variabeln y, &,, &,... &%, und ist 
G irreductibel, haben aber die Gleichungen 

G= VIE = 
für jedes Werthesystem ©,—=a, w=1,2,...n) in der Umgebung 
einer Stelle 

Um) AR), Sea) 
eine gemeinsame Lösung, so ist F' durch G theilbar. 
Andernfalls gäbe es nämlich zwei ganze rationale Functionen: 
D(y, 2, %...0n), Ply, 2, &, -- -&n), 
deren Grad in y niedriger ist als der der gegebenen Functionen Fund 
G, und für diese wäre 
FW — Go 

eine rationale Function dern Variabeln &,,&%,,... 2» R(21,%,-. - Zn), 
die nicht identisch verschwindet. Eine Gleichung 

FU —-G09=R 
ist aber nicht mit der Annahme verträglich, dals F und @ an jeder 
Stelle einer Umgebung von (x) gleichzeitig verschwinden, es muls also 

FW —-G9—=0, 
und F durch @ theilbar sein. — 

Man kann diesen Satz natürlich dahin abändern, dafs man fest- 
setzt, = 0 und @—= (0 haben für unendlich viele Stellen (x) mit der 
Häufungsstelle (x) eine Wurzel gemein. 

Sind @ und F' ganze rationale Functionen einer Variabeln allein, 
so ist nur nöthig, dals die irreduetiblen Gleichungen @ (y)=0 und F(y)=0 
eine gemeinsame Wurzel y = y(" besitzen, dann ist schon F durch @ 
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theilbar und die Gleichung F' = 0 hat alle Wurzeln, welche der Glei- 
chung @ = 0 zukommen. — 
Wenn aus der irreductiblen algebraischen Gleichung 


EC ER N) 
für ein bestimmtes Werthesystem der unabhängigen Variabeln 
=, al... En = m 
eine endliche Wurzel y = b hervorgeht, so ist 


Gy, a, &yr ...@) 


_ (30) w-n , (&e\ w- 2) won 
= + (28) 2! +45 N 


u 

0 (4) den Werth des u! Differentialquotienten von @ nach y 
Y 

für, =, v=1,2...n) und y=b bezeichnet. Verschwindet 


5) an dieser Stelle, so ist y = b eine zweifache Wurzel. Wir haben 


aber schon bemerkt, dafs mehrfache Stellen (a) für eine m-deutige 
analytische Function auch Stellen sein können, wo für dieselbe nicht 
m Potenzreihen existiren. Wenn wir daher beweisen wollen, dafs die 
durch eine Gleichung @ = 0 definirte Grölse y eine analytische Function 
ist, so werden wir, solange als es sich um den Nachweis handelt, dafs 
y in der Umgebung einer Stelle (x) des Stetigkeitsbereiches der Coeffi- 
cienten fu(&,, #25 . - - &n) In eine Potenzreihe zu entwickeln sei, nicht 
allein die Nullstellen von fy(%,, &3, - - -%), sondern auch diejenigen 
Stellen (x) ausschlielsen, für welche die Gleichungen 
a 
0 
gleichzeitig bestehen. Man findet diese Stellen, indem man die Null- 
stellen der Resultante von @ und a ‚ oder was gleichbedeutend ist, 
die Nullstellen der Diseriminante von @ sucht. Diese Discriminante 
OD oe) 
wird keinesfalls identisch verschwinden, weil vorausgesetzt war, dafs 
G eine irreductible Function ist und @ nicht durch theilbar sein 


kann. Umgekehrt werden aber den Nullstellen von J) mehrfache Lö- 
sungen von % entsprechen, und gleiche Wurzeln y können nur an 
solchen Stellen bestehen, wo die Diseriminante verschwindet. 

Die Gesammtheit der zusammengehörigen Werthesysteme 


(Li 8a +. Uns Y); 


welche die algebraische Gleichung erfüllen, nennt Weierstrals das 
durch-die Gleichung definirte algebraische Gebilde im (2n + 2)-fach aus- 
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gedehnten Gebiete der Gröfsen ©,,%, ... %,, y und eines der Werthe- 
systeme eine Stelle des Gebildes. 

Itz, = a, %,= 4, &, = 4, ein Werthesystem, dem m von ein- 
ander verschiedene endliche Stellen 

(ae De) Wa 2er 
zugehören, und setzt man darauf 
s=u,+5 (v=1,2...n),, y-bu tm; 

so geht die Gleichung @ = 0 in die folgende über: 


Cut, u + a ti, --- mt) 
+ (2=,) + I 8 Se En), 


wo (Nu, &1> E05 --: &n),. die Summe über alle ausm, 84, ... &m ge: 

bildeten Glieder v!® Dimension bedeutet. Es entsteht also eine Glei- 

chung der Form 

KL CHERTE . 7) Er un ae 9 (&; En . 5) tPmlEr, 8». et, 

deren Coefficienten 9, und @„-ı die Eigenschaft haben, für 
ee 


die Werthe Null respective (5) anzunehmen. 

Und. nun gehen wir an die Aufgabe, n. oder y — b, in der Um- 
gebung der Stelle, =0, 5, —=0,....—=0 resp. 

ı, = 4, = (ls, 0. Ia)ie In > (In 
in eine convergente Potenzreihe 
Pa, E95 5) = Pula; Hy... %|(a)) 
zu entwickeln. Entsprechend den m Wurzeln b. werden wir m simul- 
tane Elemente: 
y- bt Bu lzı, Day eich: %.|(a)) („=1,2..m) 

erhalten, welche in ihrem gemeinsamen Convergenzbereiche die m-deutige 
durch die Gleichung @ = O definirte Grölse y vollständig bestimmen. 


S 37. Darstellung der Wurzeln einer algebraischen Gleichung. 


Zum Beweise der Existenz einer Potenzreihe für die durch eine 
algebraische Gleichung G(y, &,, %, ... &%) = 0 definirte Grösse y 
in der Umgebung einer Stelle (x), die weder Nullstelle der Diserimi- 
nante, noch Nullstelle der bei der höchsten Potenz von y stehenden 
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ganzen rationalen Function ist, suche man ein Verfahren, durch wel- 
ches man die Wurzel einer Gleichung 


fe) = 02” + ya" + Om? 4 m 0 
bestimmt, wo |a, | und |@„—ı] nicht unendlich klein sind und die übrigen 


Coefficienten dem absoluten Betrage nach kleiner bleiben als eine an- 


gebbare Gröfse. 
Heifsen die m von einander verschiedenen endlichen Wurzeln der 


Gleichung f(2) = 0 


} Ay Ryı - ++ Am 
so wird 
fl) = u(8 — 23,)(2 — 2%) .: - (2 — m) 
N 1 1 
rar wa de BESTER ANSEN ee a 
Bezeichnet ferner & eine von 2,, 23, - . . 2 verschiedene endliche Grölse, 
und bildet man 
’ 2 A x. (m—1) h e= A 
fe) Br D-Ff CE +f (9 mi 
a 24% _ pam 
1 f® er T& en Te } er 
und 
a REN I rl Lehe 
fi) rer RE BR En 
wi “ Beil Au 5) \ RE 
u 


vergleicht hierauf die Coefficienten gleich hoher Potenzen von (2— 8) 
in den für diese Ausdrücke geltenden Potenzreihen, die gewils in einer 
Umgebung von 2=& übereinstimmen, so wird der Üoeffieient der 


Potenz (2 — 9%: 
OR Blunt, SE Be 
R | Die = 2-9 


@-8)% Sn 


Da dieser Ausdruck in den Wurzeln 2,, 2), --- 2m symmetrisch ist, 
wird er als rationale Function von & und den Üoefficienten von (2) 
darzustellen sein. Dasselbe gilt dann auch für den Quotienten auf- 
einanderfolgender Entwicklungscoefficienten: 


m 


der auf die Form 
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Se) 


RBRO= eh 


_ at 
| 26) 
Be 


gebracht werden mag. 


r(@) 
f@) 
gebung der Stelle z= & darstellenden Potenzreihe geht durch die dieser 
Stelle nächstliegende Nullstelle von f(x), sie heilse z,. Dann sind die 
absoluten Beträge von 

a 

eu & 
kleiner als Eins und der gröfste sei & Bestimmt man nun eine posi- 
tive ganze Zahl A derart, dals 


(m —1)E+H<1 
wird, so kann man den absoluten Betrag von R;(&) — (2 — 8) kleiner 
machen als 


me ET a 
ae) er ı) ee 1— (m — ı)eHt! 


Der Convergenzkreis der die eindeutige Function in der Um- 


v=1,2,..v—1,v+l1l,...m) 


Fafst man ferner in der durch die Bedingungen 
2,—8 
2 
definirten Umgebung einer Stelle (&, 2,, 23, -- - 2m) denjenigen Bereich 
auf, wo die obere Grenze & der absoluten Beträge der aus den als 
variabel gedachten Grölsen &, 2, 23, » - : 2m gebildeten Ausdrücke 


Iı<ı (ul 2 Br av le. 2) 


EReN kleiner ist als Eins, so wird für alle Stellen dieses Bereiches 


A & } 

(eo) een 
und jetzt kann man eine ganze Zahl A so finden, dals 

RO+5 

für alle Stellen des genannten Bereiches die Wurzel z, so genau an- 
gibt, als man nur will. Man sieht, dafs in derjenigen Umgebung 
einer Stelle (8, 2, 23, --. 2m), wo |2, — &| kleiner ist als jede der 
übrigen Gröfsen |2. —&|, Rı(&) +5 für ein A, das grölser ist als 
jede anugebbare Gröfse, gleichmälsig convergirt und gleich 2, ist. Er- 
setzt man den gefundenen Ausdruck für die Wurzel z, durch 


&£+k, HR - RO) +(BO—-RO)+::: 
und entwickelt die rationalen Functionen R,(&) von & und den Üoeffi- 
cienten der Function f(z) nach Potenzen von £, so wird auch die 
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> 


Wurzel 2, durch eine (nach Potenzen von & fortschreitende) conver- 
gente Potenzreihe darzustellen sein, denn man kann die gleichmälsig 
convergente Summe unendlich vieler rationaler Functionen selbst in 
eine convergente Potenzreihe umformen. 

Diese von H. Runge herrührende Entwicklung der Wurzeln. einer 
algebraischen Gleichung in Summen rationaler Functionen der Coeffi- 
cienten”) ist nicht mehr anwendbar, wenn f(z) keine ganze rationale, 
sondern eine ganze transcendente Function oder das Element einer ana- 
Iytischen Function ist; und weil wir diese Fälle auch in Betracht ziehen 
müssen, wollen wir die verlangte Entwicklung einer Wurzel auf dem 
von H. Weierstrafs in seinen Vorlesungen eingehaltenen Wege direct 
ableiten, denn auf diesem ist die genannte Verallgemeinerung möglich. 

Entnimmt man der Gleichung 


f(e) Fr ya” 3 a, a1 er ARTS + m = 0 

die Beziehung: 
m m {14 

-—( Heat... 4 m) 


Em m-1 En- al 


oder 
i=b+ b,2° == b,2° ++ bn2" = g(e), 
so handelt es sich um die Ermittelung eines Werthes 2’, welcher die 
Gleichung 
= 9) 
identisch erfüllt. Um z’ zu finden, suche man eine Folge von Zahlen- 
grölsen 
DR ERSTEN AI: 9 
die eine Fundamentalreihe constituiren und deren Terme die verlangte 
Eigenschaft, nämlich der Gleichung 2=g(2) zu genügen, immer näher 
und näher erfüllen. Dann wird 


2, — Il) fı —9&ı)y + 2u — Ile) 
eine Elementarreihe, und die Grenze der Fundamentalreihe 2’ ist die 
verlangte Wurzel der Gleichung f(2) = 0. 
Das erste Glied 2, einer Reihe von Grölsen sei Null, 2, sei 9(2,) 
oder d, ,=g(@&)=b-+b,b?-+ --- + b„b” usw., Zu = g(2u-ı). Es 
ist zu zeigen, dals die so definirte Gröfsenmenge, deren einzelnes Glied 


eine ganze Function von b und b,, b,,.... d„ wird und nur positive 
ganzzahlige Coefficienten enthält, eine Fundamentalreihe ausmacht. 
Wenn man 


Zu — Zu = (Zu — Zur) Tu 
setzt, wird 


*) Siehe Acta mathematica Bd. 6, S. 305. 
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2 2 B) 3 
ER u 
Ve ge eriparg 2E IP THE 
I Au 17 u—l ki u—1 
m m—l 
=L b Au Bir Au 
IN. Sr Ra Fe 
u u—1 
und 
Er &y Ze b 
2, db], 


Zur — Au bfıfg- fi 
und die Addition dieser Gleichungen ergibt: 
Zurı = bl ala ++ 3 en j So) 

Hier lälst sich nun beweisen, dafs 2.41. für ein unendlich wach- 

sendes « endlich bleibt. und 
lim (2441 — 24) = lim (9 (24) — u) = 0 

ist. 

Ersetzt man db,, db, ... d„ durch bestimmte positive Grölsen 
Pa, ß; a Pr, wo 

2 bl, B2|b;|, ..- Bm > |bm| 

ist, und 5b durch eine noch unbestimmt gelassene positive Grölse ß, 


bezeichnet die diesen Gröfsen entsprechenden Functionen f, und Grölsen 
2« durch griechische Buchstaben, so wird 


(Sr > Cl 


und defswegen 


% Ber 2 
= br 1 - Bit. t+ +09 < 
< 2ß,&u + 3ß,.+ Bu mPmEn = y (u). 


Bezeichnet ferner & eine beliebig kleine positive Grölse und wählt 
man die positive Grölse ß derart, dals 
EB HIHER BAHN Hr Hm HE 


— was gewils stets angeht — so ist jede Grölse &, und das zugehörige 
Pu kleiner als 


ß(l + 8) beziehungsweise ger ) 


denn erstens ist 
G=B<BlltE), H-hßthßt + <T, 


und wenn die genannten Ungleichungen für &, & ... &, und @,, ®;, 
. 9, erfüllt sind, wird zweitens 
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Hm—ßBl+P+9Q, tat tl) ) 
— =ßB(+o, 

az 

Pur <2B,Bl+E)+3B,B?(l +8)’ + +mPmB” ee 


d. h. die Ungleichungen gelten für jedes &, und p„ und es ist auch: 


=lmd,= Pi + t999p+)<PB(l+te). 
Dann aber muls in dem Bereiche, wo 
BI<ß, I <ß, W=2,3... m) 


<Pß 


die Reihe 
7 u en en) 
unbedingt und gleichmälsig convergiren, denn die Differenz 
Zur — Bu = Il2u) — An — bfilr --- Fu 
kann dem absoluten Betrage nach kleiner gemacht werden als 
E Hk 

ß Ger a) 

und bei wachsendem u kleiner als jede noch so kleine Grölse 6. 
Substituirt man für die Gröfsen f„ ihre Ausdrücke: 


h = 5b +b,b?+.-- + b„br! 
fs = b3b + b3,b? + le —- Dim Orr 


welche alle ganze Functionen von b sind, so folgt für 2’ eine nach 
Potenzen von b fortschreitende convergente Potenzreihe 
‘= b’B(b) ’ 
deren Ooefficienten ganze Ausdrücke in b,, b,, ... d„ mit ganzzahligen 
Coveffieienten sind. (0) ist gleich 1, denn die Gleichung 
z=b+b,2°+.::+ bn2” 
muls durch 2° identisch erfüllt sein. 

Jetzt ist nachgewiesen, dafs zum mindesten eine Wurzel einer 
Gleichung f(z) = 0 durch Zahlengrölsen der eingeführten Art dar- 
stellbar ist und dann ist es auch jede andere. Es ist aber auch klar, 
dafs man aus der Gleichung 


f(@) = 2” r % Zu = re Ei: &m—1#% A im — Z 
stets eine in gewissem Bereiche um «, convergente Potenzreihe 
2=WB(Z — a) 


entwickeln kann, die für jeden innerhalb des Üonvergenzkreises liegenden 
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Werth Z, einen Werth z, gibt, welcher die Gleichung f(2) — Z, = 
erfüllt; es mufs nur |a„_ı| > O sein. 
Ersetzt man f(2) durch eine in der Umgebung R der Stelle z— 0 
convergente Potenzreihe 
rn ur, 


u=0 
wo «, von Null verschieden ist und bildet man 


Z— . i 
Os &p ea 


& 04 


so ist auch diese Gleichung durch eine für Z= «, verschwindende con- 
vergente Potenzreihe 


2=B(Z— 0) 
[04 
identisch zu erfüllen, wenn nur die Üoefficienten — en —= b, kleiner 
1 
sind als die positiven Üoeffieienten ß,, ßz3 ... P», ... einer absolut 


convergenten Reihe, indem dann gewils eine Grölse ß so bestimmbar. 
ist, dafs 


PRIHEIE D 


v—2 


wird. Die Reihe B(Z — «,) EN dann sicher in dem Bereiche, wo 


Zel<sa+9 


ist. 

Die Coefficienten b,, b,, ... werden aber zweifellos die gestellte 
Bedingung erfüllen, weil |Z| für alle Werthe |2|=r < R ein Maxi- 
mum g hat und 

ul<grt. 
Damit, dafs eine Reihe PLZ —) existirt, ist noch nicht gesagt, dafs 
die gegebene Reihe an einer Stelle 2’ ze: Ve oe. ver- 
schwindet, denn die Stelle Z=0 braucht nicht in dem ÜConvergenz- 
kreise der Reihe für 2 zu liegen. Es kann somit auch ganze trans- 
cendente Functionen geben, die für keinen endlichen Werth der Va- 
riabeln verschwinden, und in der That haben wir eine solche in der 
Function E(x) bereits kennen gelernt. 
Gehen wir nun wieder auf das durch eine Gleichung 


Fly, 202. et 
definirte algebraische Gebilde mit der Stelle (b., a), @s, -.. @„) zurück 
und setzen fest, dals in 


Elba Nas a+5, ee + =>, Puldı, > 2“ sE)nı m—U en 
u=0 


9m-1(0, 0, ... 0) von Null verschieden sei, so läfst sich in der Um- 
gebung der Stelle, =&,=... = 5,—=0 ein Bereich angeben, wo 
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die Quotienten — Eu 


durch convergente Potenzreihen 


nr (& = IQ 5) 


darstellbar sind. Dann werden aber die Coefficienten des Ausdruckes: 


Bo (Eis Bar 2 5) + RolEın &a o- E)muh BmlEi, dp --- End 
in einem hinlänglich kleinem Bereiche um die Stelle (&) = 0 auch die 
Bedingungen erfüllen, welche für eine convergente Entwicklung 


is = Bud , &, ... 8) 
nothwendig sind. P(0, 0, .... 0) ist wieder gleich %,(0, 0... 0), 


d.ı. Null. 
Ist endlich unter 


u—1 


GUN EHRE. %,) 
eine in der Umgebung R einer Stelle (db, a,, @, ... a,) convergente 
Potenzreihe verstanden, die an dieser Stelle verschwindet und hat der 
Coefficient von y — b nicht die Nullstelle (@), so geht aus der Glei- 
chung @ = O0 wieder eine zweite der Form 


n—Boldı, 82-5) Poldi, 5, RE, 0 
hervor, wo die Potenzreihen B einen gemeinsamen Üonvergenzradius 
Y besitzen und n die Werthe annehmen kann, deren Betrag kleiner 
ist als R. 

Offenbar gibt es auch hier eine die letzte Gleichung identisch er- 
füllende Potenzreihe 


i m BE, En... En). 


$ 38. Darstellung des algebraischen Gebildes. 


Wissen wir einmal, dafs eine Gleichung 
Gy el 
in der Umgebung einer regulären d. h. endlichen und einfachen Stelle 
(bu, 44, @, --. @„) durch eine bestimmte Potenzreihe 
y-—d— Bla, 2... 2 |(@)) 
identisch zu erfüllen ist, so können wir zur Ermittelung derselben die 
Methode der unbestimmten Coefficienten verwenden, d. h. wir sub- 
stituiren in der gegebenen Gleichung eine Potenzreihe 


n 
= 
y— bu +2 Cum. (a ala, — a). (0 — An)" 


(“=0 
und bestimmen die Ooefficienten derart, dals die Gleichung identisch 
besteht. . 
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Ist z. B. die Gleichung 
ya an 
vorgelegt, in welcher » eine positive oder negative ganze Zahl be- 
deutet, und beachten wir, daß «=0, y=1) eine Stelle des alge- 
braischen Gebildes ist, schreiben die Gleichung in der oben ge- 
brauchten Form: 


ed) ne) Tee Fi 


und setzen 
y—1l=x%(e) =& (7 
Wr l DE (CK RK en TE en TE 


v=Uü 
in der letzten Gleichung ein, so gibt eine einfache Rechnung für den 
Coeffieienten c, den Ausdruck: 


N NW 1 } N ? 
HE ) ® 3) 
12.92 : 


To 


. 3 N . 
Dieser Ausdruck ist aus —- gerade so zusammengesetzt, wie der 


(v + 1)! Binominaleoefficient R N ı) oder (n),}ı aus n, darum führen 


N” 
wir für c, die entsprechende Bezeichnung ([ 2 |) oder (2) ein, 
v+1 re 
und die Entwicklung der Gröfse y in einer Umgebung der Stelle 
@=0,.y=1) lautet: ' 


u 
In der Umgebung der Stelle («=0, y= — 1) folgt 
aber 


Die gefundenen Reihen besagen, solange sie eine Giltigkeit haben, 
was man unter der zweiten Wurzel aus dem Ausdruck (1 + x)” zu 
verstehen hat, und man schreibt: 


„-t4Vüt+F- Hl) tHE)et tt. 


Die Potenzreihe y=b + Plz, %9, ... %n|(a)) können wir noch 
auf Grund einer anderen Bemerkung aufstellen. Weil y in der Um- 
gebung einer Stelle (a), die weder Unendlichkeitsstelle emes Coeffi- 
cienten der Gleichung: 
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nt Dylan A.) 0, 
will 


noch Nullstelle der Discriminante D(x,, &,, -.. &) ist, durch eine 
convergente Potenzreihe dargestellt wird, besitzt y an der Stelle (a) 
Ableitungen aller Ordnungen nach den Variabeln x,. Wenn wir diese 
Ableitungen aus der Gleichung G(y, &,, %, -.- &.) =0 selbst ab- 
lesen können, dürfen wir dann 


y—bu= Plz; ae %,|(a)) — 


oo 
>> ne ( Oz Y ) a)". (&— a5)” U, — ar 


021.085. ..Oatn u! ug! u! 


I 
setzen. 

Was diese Ableitungen betrifft, so sind diese wirklich leicht zu 
finden. Ist zunächst G(y, &) = 0 die vorgegebene Gleichung, und 
denken wir hierin y durch die ihr genügende Potenzreihe b+P%(z]a) 
ersetzt, so ist die Differentialänderung der convergenten Potenzreihe 


Gb +P(ela), <) 
dG(y, &)= es +43 oe E Ay 


identisch Null und demnach 


0@G 
ya 
de 7 06 
0Y 
Aus den Gleichungen 
ÜG(y, 2) = 
®@G Dan 
- (5 )da :+2(,,) dady + (2 dydy a) ay=0, 
®G(y, 2) = 
2 nn RE 142 
dx ee d ern 
T ”Yy +% dy— 0, 


-F 32 ee dx d’y +33 


usw. folgt dann: 


RG 0G 0G 
d?y 0x u oe oy? 
Ta En 26 
& 
By} 1 0°G > = dy\® 
dus :9G + + 3 oY +3 Sen es u: 
9Y 0G 


&@ a ey. 
u kr ur oy? 12) da?) 
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Es ist ersichtlich, dafs 


| 0@ 
d@y _ _d (dy\ __d x By day . 
da dx (2) el Gr 06 und nr (5 ist usw. 
0%. 
Ist die gegebene Gleichung @(y, &,, &5, -. &%) = 0, so wird 
0G@G 
rt 0, = 
= 7 
»G »G 
2G BOSCH ee 
an 0%,0% dauda, +2 2, 02,0% da, dy 
ee 
AR PETZ dy he 2Y dy’ —= 0 USW. 


Wendet man diese Methode zur Bestimmung der um die Stelle 
(@=0,y-=1) des Gebildes 


a 
giltigen Entwicklung für y an, so geht die Potenzreihe 
N n (N x n (Rn N > 
al ee UN 2) 
hervor und weil der Coefficient von x” 
nn N ? N 
rar ee 
ED, 
wieder die Form des v!® Binomialcoefficienten einer ganzen Zahl - 


hat, schreiben wir auch in dem Falle der gebrochenen Zahl —: 


nn —_ > N ei N 
y=YA+YV—=-(I+or=1+ Ge) a? + Det 

Sind e=1, &%, & ... &m die m Wurzeln der Gleichung = —=1, 
so sind die = 0 zugehörigen y-Werthe u (w=1, 2.. m), und die 
Darstellung der m-deutigen Grölse y in der Umgebung der Stelle 
(=0, y= eu) lautet: 


eo ap 
v0 
wo nun auch die Bezeichnung >) —= ] benutzt ist. 
0 
Bildet man die m!® Wurzel der n,'® und n,'" Potenz von (l+x) 
in der Umgebung derselben Stelle («= 0, y=1), so läfst sich durch 


Multiplication oder Division der diese Wurzeln darstellenden Potenz- 
reihen leicht der Satz beweisen: 


N Na 


Ita" Itnm-(lto) m, 
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respective 


1 == R—Np 
+2 =(149) m y 
d+a)” 


d.h. für die gebrochenen Potenzen gelten dieselben formalen Rechnungs- 
gesetze wie für die ganzzahligen Potenzen. Wenn diese Beziehungen 
zunächst in einem Bereiche um die Stelle z—=0 (welcher der Werth 1 
zugeordnet ist) erkannt sind, gelten sie auch für die aus den primitiven 
Elementen auf gleichem Wege abgeleiteten Fortsetzungen, die schliels- 
lich den ganzen Stetigkeitsbereich der m-deutigen Potenzen umfassen. 

Wir werden später die allgemeine Potenz zu untersuchen haben; 
hier sollte nur darauf aufmerksam gemacht werden, dafs wir die Po- 
tenzen mit rationalen Exponenten bereits behandeln können und wir 
stehen nicht an, ihre Regeln schon hier zu verwenden. Es mag nur 
noch bemerkt werden, was für eine Eigenthümlichkeit das algebraische 
Gebilde aufweist, wenn in 


y” — (a+x”"=0 oder y"— ar (1+ =) El) 
die ganzen Zahlen m und n einen gemeinsamen Theiler % besitzen. 
Es sim =m,k undn=n,%k, dann wird die Entwicklung in der 
Umgebung vn z=0, y=- Yr -A— Yan: 


Al HET AH 3”, 
sie stimmt also dort vollständig mit der aus der Gleichung 
m anli+ 2-0 


entspringenden Entwicklung überein, und jede Fortsetzung dieser letz- 
teren genügt auch der ersten Gleichung, die reductibel sein muls. 


Wenn man also y als die Col. Potenz auffalst, ist y nur m,-deutig. — 


Gehören zu einer endlichen Stelle x = «a zufolge der algebraischen 
Gleichung 


CA FE ea PIE AV EEE PLOT a DIE E 
m endliche und von einander verschiedene Werthe y=b,, by, ... Om 
und sind die Umgebungen der m Stellen («= a, y = b„) durch 


y-bu+(® — a) Pula — a)= PP" (ala) 
dargestellt, so folgt leicht, dals der Oonvergenzradius keines der auf- 
gestellten Elemente P)(x|a) kleiner sein kann als | — a|, wenn c 
die der Stelle « nächstliegende Nullstelle der Function f,(x) oder der 
Diseriminante D(x) bedeutet. Denn andernfalls könnte man in der 


Biermann, Functionentheorie, 14 


210 Viertes Capitel. I. Abschnitt. 


Umgebung jeder Stelle x,, welche auf der Begrenzung des kleinsten der 
Convergenzkreise unserer Elemente liegt, m Potenzreihen 


y— %” (a|%,) 
aufstellen, weil daselbst die für eine solche Entwicklung nothwendigen 
Bedingungen erfüllt sind. Allen Stellen x,, welche dem gemeinsamen 
Convergenzbereiche dieser und der ursprünglichen Elemente angehören, 
lassen sich dann 2m Reihen 
Pr zla,a) und PB (ala, 2) 
zuordnen, die aber paarweise übereinstimmen müssen, weil es nur m 
Reihen geben kann, welche einem Werthe x&, m der Gleichung 
G(y,x)=0 genügende y-Werthe zuweisen. Dann aber kann x, keine 
singuläre Stelle eines der gegebenen Elemente BP) (x|a) sein, und man 
sieht, dafs in der Umgebung der nächsten Grenzstelle nicht m sondern 
weniger Potenzreihen existiren können, und dieselbe als Nullstelle von 
f, oder D zu definiren ist. 
Bei der allgemeinen binomischen Gleichung 


y”fo@) + Fn(@) — 0 

sind die Nullstellen der ganzen Functionen f,(x) und f„(x) die im 
Enndlichen gelegenen singulären Stellen der allenthalben aufzustellenden 
Elemente für y. Sind die Üoefficienten fy, fi, ---/m ganze transcen- 
dente Functionen, so können diese in einem endlichen Bereiche nicht 
unendlich viele Nullstellen besitzen, sonst mülsten sie ja in der Um- 
gebung einer Häufungsstelle für unendlich viele Werthe Null und dann 
identisch Null sein. Darum aber lälst sich für Gleichungen @(x, y) 
—= 0, deren Üoefficienten ganze transcendente Functionen sind, der 
Satz über den gemeinsamen Convergenzbereich m simultaner Elemente 
um eine Stelle a ebenso aussprechen wie früher; er enthält alle Stellen, 
die a näher liegen als die nächste Nullstelle von /,(x) oder D(x). 

Andere Vorkommnisse wird man später leicht beurtheilen, wenn 
die Darstellung eindeutiger Functionen mit beliebigen singulären Stel- 
len bekannt ist. — 

Enthält die gegebene Gleichung mehrere unabhängige Variable 
% 5 %ay -.-%n und ist (a) eine Stelle, in deren Umgebung m Elemente 


y— PB (a, %,... &n|(a)) 
existiren, so kann eine Stelle (9) nur dann auf dem wahren gemein- 
samen Convergenzbereiche dieser Reihen liegen, wenn es unter den 
den Bedingungen 
I - al = lu — | 


gehorchenden Stellen (x) mindestens eine gibt, die zu jenen singulären 
gehört, welche bei Entwicklung der Elemente ausgeschlossen werden 
mulsten. 
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Die simultanen Fortsetzungen simultaner Elemente werden nach 
einem früheren Satze dieselbe Gleichung erfüllen wie diese und in 
ihrem gemeinsamen Convergenzbereiche geben sie alle Werthe y, deren 
diese Grölse daselbst fähig ist, d.h. es gibt in dem Convergenzbereiche 
von m Reihen 

y— PR, 0,5... 2n|(@)), 
keine Stelle (2), der zufolge der Gleichung 


G(y, %n %y, ofen Dr) — Ta + Yfa-ıt Yfn-a+ IR + Ioy" = 0 
andere Werthe für y zugehören, als diejenigen, welche eben die 
Reihen liefern. 

Gäbe es neben den aus den Reihen entspringenden Werthen y,', 
Yyy--: Ym noch einen zu der Stelle (2) gehörigen Werth y’, und 
setzt man b 

nt, yayı tms Yayıtan 

so entstehen die (m-+1) Gleichungen 

GralEis Ban... 5) + NuDm—ı (Eon. - 5) + 790 (Ce) 
=(0 (u=1,2,...m), 

Pm(Er, 85, Ro En) Ir N Pm—i Kenn = ... &) Ir ee N” 9% (er; &,, ... =) 
0. 

Die Subtraction ergibt: 

Me) mat m) mar rm) —09, 


und weil man bei ungleichem n„ und n’ durch n.—n’ dividiren kann, 
folgt auch 


PA MINFETTNTT)D-|. 
Doch diese Gleichung kann nicht bestehen, indem die Üoeffieienten 
von (Nu tn), Nat Nun + nm”) usw. mit &,\, 8&,,...&n beliebig klein 
werden und 9-1 (0,0...0) von Null verschieden ist, weil ja in einer 
Umgebung von (x) m Reihen aufzustellen sind. Die Annahme war 
also unrichtig und der Satz erscheint bewiesen. — 

Jetzt ist auch die in dem zweiten Capitel angeregte Frage nach 
der Continuität einer ganzen rationalen Function f(z) dahin zu beant- 
worten: Weil die ganze Function jeden Werth annimmt und die einem 
ersten für z2= 4a hervorgehenden Werthe A benachbarten Functions- 
werthe für solche Argumente z entspringen, die nur durch eine Potenz- 
reihe gegeben werden, so ist die ganze rationale Function continuirlich. 


$ 39. Fortsetzung. 


Wir setzen nunmehr voraus, dals die algebraische Gleichung (mit 
(m 


rationalen Coefficienten) Gy, u) = ( in der Umgebung einer Stelle 
(b, a) nicht die vollständige Form 
14* 
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End t+mdt+ = 
besitze, dafs hierin 
06 ae, te 
Da ae DE 


an der Stelle («=a, y= b) verschwinden. Ist immer noch > 


von Null verschieden, so werden die oben aufgestellten Differential- 


quotienten 
ae U 


de da ge 


an der Stelle («=a, y=b) Null sein, und die oben benützte Ent- 


wicklungsform 
> ay\ (ee) 
y-b- >) © 03) 


erhält die Gestalt ER 
y=b+(a- a Pılzla) — 
Ist g ß keine Nullstelle der Discriminante der Gleichung G(y,%) 
— () mit der unabhängigen Variabeln y und keine Nullstelle des Co- 
efficienten von 2” in der nach x geordneten Gleichung (mit ganzen 
Functionen von y als Coefficienten), so können wir in der Umgebung 
einer Stelle (y= ß, £= «) eine Potenzreihe 


«= a+Yy— PFB.(ylß) 
ableiten, sofern (5) N von Null verschieden ist. 


Jenachdem wir also x oder y als unabhängige Variable ansehen, 
folgt in der Umgebung einer nicht singulären Stelle (a,b) resp. (b, a) 
eine Entwicklung der Gestalt 

s—ı=tl, y—_-b-uHRM 


y-b=lh ı—ı= FB, ), 

wo t eine neue Variable bedeutet. 

Substituirt man an Stelle der Variabeln t eine in der Umgebung 
der Stelle.« = 0 verschwindende convergente Potenzreihe 

t= aut Wut :':-, 
so besteht in der Umgebung jeder endlichen Stelle (@,b), an welcher 
06, 0 
0x’ 0Y 
braischen Gebildes in der Form: 
s=arud a), ybrußlu), 

wo %,(u) und B,(u) gewöhnliche Potenzreihen sind. — Beschränkt 
man die neue unabhängige Variable « auf den Bereich, wo ®, und ®, 
convergiren, so gehört zu jeder Stelle u ein Werth # und ein Werthe- 


oder 


nicht gleichzeitig Null sind, eine Darstellung des alge- 
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paar (X, y), und verschiedenen Werthen «,, u, entsprechen verschiedene 
Werthepaare, wenn nur |«,| von Null verschieden ist, denn dann 
werden u, und «, verschiedene Werthe ti, und £, zuzuordnen sein. 
Wäre nämlich £, = t,, so mülste in 
NE (“ —%,) & +, +9)+ 0’ +mW tu?) +: .) 
der absolute Betrag von 

+, wm): 
verschwinden, und das geht bei der über |«,| gemachten Annahme 
nicht an. 

Setzt man an Stelle von « eine neue Potenzreihe mit der unab- 
hängigen Variabeln vo: «= %(v), nimmt an, dafs B(O) verschwindet 
und der Coefficient von v von Null verschieden ist, auf dafs 

vw= ßv+ßv+- 
gilt, so folgt eine neue Darstellung: 
= a+Bb, yab+B). 
Jedem Werthe v aus dem Convergenzbereiche der Reihen ®, und ®, 
gehört ein Werthepaar (x, y) und verschiedenen Werthen v, und v, 
gehören verschiedene Werthepaare (x,y) an, denn bei der gemachten 
Voraussetzung können die entsprechenden «-Werthe nicht gleich sein. 

Auf die genannte Art läfst sich demnach ein Element des alge- 
braischen Gebildes durch unendlich viele Paare von Potenzreihen dar- 
stellen; es ist nur zu zeigen, dals die einem Functionenpaare 


z=a+tuYW, y=b+un,(u) 
entspringenden Werthepaare (x, y) einer hinlänglich kleinen Umgebung 
von u = (0 identisch sind mit den aus einem zweiten Functionenpaare 


s=a+tvYb), yb+tovP.l) 
hervorgehenden Werthen für x und y, wenn man » wieder in hin- 
länglich kleinem Bereiche um die Stelle v=0 erhält. 
Setzt man 


-a= my" tawWrtt..., y—_-b=bwW+bwWr+- 


und leitet einen der u Werthe von ee — er heilse X, — durch 


die Entwicklung von : 


VYur(1i+ al, 0 =) 
uyırla ut — — ut) 


ab, bestimmt hierauf die der Reihe 


KzutyWtauWt:: («) 


oder 
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identisch genügende Reihe 


J 
u— BOX) — ve) ) (B) 
oder kehrt — wie man sagt — die Reihe («) um, so wird die Reihe 
(ß) die Gleichung — a=u®, (u) identisch erfüllen. Durch Substi- 
tution der u Reihen (ß) in die Gleichung y—b = u®,(u) ordnet man 
andrerseits den wu Werthen von je 


0 


u Werthe y zu, denn in 


+1 


(ee) re) + 


können nicht alle Potenzen von en ‚ die mit u keinen Theiler 
1) 


gemein haben, verschwinden, denn sonst würden verschiedenen u-Wer- 
then gleiche Werthepaare (x,y) entsprechen können. Man sieht also, 
dafs einem Werthe von x in der Nähe von a u der Stelle b benach- 
barte Werthe y zugehören, und ebenso gehören einem Werthe y v 
der Stelle « benachbarte Werthe x zu. 

Ist andrerseits 
x —- a= Av" + A vetlit..., y-b=-BwW"+Bvtt..., 
so entsprechen einem Werthe x in der Reihe von « w’ Werthe y und 
einem Werthe y v’ Werthe von x. Das ist nicht anders möglich als 
wenn 

u=u, vv 

ist, da einem &- oder y-Werthe nur eine bestimmte Anzahl von y- 
oder x-Werthen zugehören kann. Ferner lehrt ein ähnlicher Schluls 
wie früher, dafs die Werthepaare (x, y) aus den beiden Functionen- 
paaren gleich sein müssen, d.h. solange u und v zufolge der Beziehung 


uw=ßv +hV”+--- 
um beliebig wenig von einander abweichen, können die zugehörigen 
Werthe x, und &, nicht verschieden ausfallen. 
Umgekehrt sieht man, dafs die zweien Functionenpaaren ent- 
sprechenden unendlich kleinen Werthe für («— a) und (y—b) nur 
übereinstimmen können, wenn « und v durch eine Gleichung 


u=ßvr+ßvV”+--- (BI>O 
v=ßu+ßW+:-- (IP >) 


verbunden sind. — 

Wir haben nun gelernt, wie man das algebraische Gebilde an jenen 
endlichen Stellen darstellt, wo die Diseriminante D,(x) oder D,(y) 
verschwindet, jenachdem man & oder y als die unabhängige Variable 
betrachtet, doch war vorausgesetzt, dals an diesen Verzweigungsstellen 


oder 
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von y(x) oder x(y) 5) respective ee nicht verschwindet. Dann 


konnte y oder & nach gebrochenen Potenzen von («—a) oder (y— b) 
entwickelt werden oder es existirte ein Functionenpaar 
e-a—Blw), y—-b— Blu), 

wo die Potenzreihen ®, und ®, nicht beide mit Gliedern ersten Grades 
beginnen. 

Wir setzen nun auch voraus, dafs die ganze Function G (x, Y) 
in der Umgebung einer im Endlichen gelegenen Nullstelle (@, b) die 
Form besitze: 


Gars, =, MH dert Mat 


wo (8, n) wieder die Gesammtheit der Glieder v!e Dimension be- 
zeichnet. Es sollen also die beiden Grölsen 


a 
0% 0Y 
verschwinden und die Glieder niedrigster Dimension, welche nicht Null 


sind, seien Glieder u!“ Dimension. Wir können voraussetzen, dals 
die Coefficienten von &* und n*, d.i. 


(ee) ua (9) 
oa" ay“ 

nicht Null sind, denn andernfalls führt eine homogene lineare Sub- 
stitution 


g=a,d tan, nem Ha 

auf eine Darstellung von G(a+&’, b-+n'), in welcher die Coeffi- 
cienten von &* und „’“ nicht verschwinden. In der That folgt ja aus 
der Existenz eines Gliedes u! Dimension 

( rG ) REN er ( eG ) aut) +)” 

da royP/) (ar)! v! dry” (u — »)! v! 
das Vorhandensein nicht verschwindender Coefficienten von &’* und n'”. 

Zerlegt' man die homogene Function u!® Grades (&, n). in das 

Product ihrer Primfactoren: 


(ar Nu = CE — un)" (B,8 — e,n)®...(PrE — ,N)er, 


indem man zunächst ar: setzt, dann 


(er N)u >— m (gP == ne l J (& = En 
| 
bildet und endlich ; 


er 
substituirt, und wählt man nach der Zerlegung entsprechend den r 
Gröfsenpaaren &, ßg r Grölsenpaare a, db, derart, dals 
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wird, so kann man rmal zwei Grölsen Ei und 7, durch die Glei- 
chungen 5 e 
= (a4 Mi) = (— Pe + dere) 5e 

definiren, aus denen 

= & PoE— &9N 

2 Sl Bl ee 
resultirt. In den neuen Gröfsen &,,7. erhält die Function (&, n)« die 
Gestalt: 


(&, N)u = Eie c| l (Bo Goße ine (bo&g = aß)? 
2 = 1 
und es wird i 


Gla+5,b+n)= & | ned + 5 (Me) ee } —=&,9e(&oı Ne); 
wo 9. eine ganze Function von &, und nj, bezeichnet.) 

Wir behaupten nun, dafs die Gesammtheit der aus den r Glei- 
chungen 

IgG N)=0 (e=1,2,...r) 
entstandenen unendlich kleinen Werthepaare (&,, 7%.) mit Hilfe der 
diese Grölsen definirenden Gleichungen gerade in die der ursprüng- 
lichen Gleichung G(a+8, b+n)= 0 genügenden unendlich kleinen 
Werthepaare zu transformiren sind, oder mit anderen Worten: dals 
die letzten r Gleichungen in der Umgebung der Stelle (0, 0) der Glei- 
chung @ (a +8,65 -+n)= 0 äquivalent sind. 

Da (En; N.) keine von & freien Glieder in 7, enthält, die von 
niedrigerem als dem ug.'" Grade sind, entsprechen einem unendlich 
kleinem Werthe von &,, w, unendlich kleine Werthe n,, die wegen 
der Irreduetibilität von g, im Allgemeinen von einander verschieden 
ausfallen. Daher gehören zu unendlich kleinen Werthen &,, &,,...& 


*) Man kann andrerseits die Gröfsen ag und do so wählen, dafs ao — So be 
für ein von g verschiedenes go’ von Null verschieden und ae — &gbg = 1 wird, 
und dann setze man 


oder 
Zu Hi ter 
so folgt 
= 
Ey) — ER u Veleie = Be): 
EM? | | Kine): 
Pet 
und . 


Gla+5, +) = Er) 
wog, ebenso wie G@(&, y) irreductibel sein muls. 
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# unendlich kleine Werthepaare (&,, 7.) (0 = 1 2,...r) und die 
verschiedenen Gleichungen 


Je > Ne) = 0 Ie (&0 Ner) =(0 
entnommenen Werthepaare geben von einander verschiedene Lösungen 
u & + @g Me) Ee „, m=(- Bo . bene) &e 
= (+ Ag Ne)Ee multi ie) Be 
der Gleichung G(a+8, b-+n)=0. Setzt man nämlich voraus, dals 


f} 


bei gleichen Werthen von &, und &, 


5, mem 

wird, so mülste bei den hier in Betracht kommenden unendlich kleinen 
Werthen von x, und je 
Ga Pe—Pe 
sein, was gegen die angenommene Zerlegung von (8, n). verstofsen 
würde. Es gehen also aus den r Gleichungen gg = 0 und den die 
Grölsen &,, 7 mit & und n verbindenden Gleichungen wirklich « un- 
endlich kleine Werthepaare &, n hervor, die der Gleichung 

G(a+&,b+n)—0 
genügen. Weil aber diese Gleichung die Glieder &* und 7“ enthält, 
gehören umgekehrt zu einem Werthe & u unendlich kleine Werthe 7 
und u, Werthepaare a No. Jetzt ist die Äquivalenz des Systems 
von r Gleichungen 9g=0 mit der gegebenen Gleichung für unendlich 
kleine Werthepaare (&2; ne) und (8, n) evident. 

Um nun n als Function von 8 darzustellen, benütze man — sofern 
(5) au der Stelle 7,=0, &= 0 nicht verschwindet — die aus den 
Gleichungen 9, (&;, je) = 0 hervorgehenden Potenzreihen: 

N—5he) dr Kt Mid: 

Wenn demnach in der Zerlegung von (&, n). w von einander 
verschiedene Primfactoren (ß,8 — «,n) auftreten, gibt es in.der Um- 
gebung der Stelle («=a, y= b) des algebraischen Gebildes G (x, y) 
—=( u von einander verschiedene Functionenpaare: 


E= PP), n—BPG) 


s—- a=1ePM, y-b=-NPM (e=1,2,...u) 
und die Gesammtheit der aus denselben für hinlänglich kleine Werthe 
von £ entspringenden Werthepaare (x, y) genügen der gegebenen 
Gleichung. 
Die Stelle (a, b) heilst eine w-elementige, weil u der m Elemente 
für y an der Stelle «= «a denselben Werth b annehmen. 


oder 
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Gibt es hingegen ganze Functionen 9%, =, fe), in welchen das 
Glied niedrigsten Grades in eg. Mge ist, so verfahre man mit der 
Gleichung 


Ig (&e ; Ne) = (&e» e)ug en (&e » Ne)ug+! u 
ebenso wie früher mit G(a+&, b-+n)=0. Man zerlege die homo- 
gene ganze Function (&,, 76), welche die Glieder &6e und 758 wieder 
enthalten soll, in das Product ihrer Primfactoren: 


0 ITo.-: ee) 
wo BR a = üe ist, wähle dann p Gröfsenpaare ae,z, bo,„ derart, dafs 


ul 
Go ,n Pe,n 5 bo,n &o,n = 1; |@e,a ße, =‘ En bon Ko,m| > 0) 
wird, setze wieder 


E=l- %nt+ Ag,n Ne,n) Bo,» Ne (- Bon + be, No,n) e,n 
leite dann R R “ 
Ig (Se, Ne) = (&e,7)" 98,7 (e,r, Ne,n) 
ab, so wird das System der p Gleichungen 99,2 = (0 mit den neuen 
Variabeln &,,x, fe, der einen Gleichung gg —=(0 in dem früheren 
Sinne äquivalent sein und es kann der Fall eintreten, dafs für 7, 
eine an der Stelle En) verschwindende Potenzreihe aufzustellen ist, 
die wieder die Existenz eines Functionenpaares 
2 a=penl), y-b- Pen) 
zur Folge hat, 

Andernfalls muls man die Transformationen der bisherigen Art 
fortsetzen, doch ist zu zeigen, dals man nach einer endlichen Anzahl 
von Transformationen stets zu Gleichungen g(&,7)—=0 gelangt, welche 
die abhängige Variable 7 in der ersten Potenz enthalten. 

Nehmen wir der Einfachheit halber an, dafs 


(&, nu = C (BE — am) 
sei, und schreiben wir die aufeinanderfolgenden Substitutionen in der 
übersichtlichen Form: 


Bun-ads=l, 5=-(-, tan), n=- Br +tbm)E: 
Bra, — ed, =|1, lt ana) > ee P,+b,n,) 8, 


a,b == 1; Er ER Nv- ee SE 


durch Ba successive die Gleichungen 
Gea+5,b+n) = ing (&, m) 
9,(&, m) — 549, (82, 9) 


Hi (ea, Nv—ı) = Er gs(&,, 7) 
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hervorgehen, so mufs man beweisen, dafs die gewifs nicht zunehmenden 
Exponenten u, &,%,,... 4, nicht gleich "bleiben können, sondern ab- 
nehmen und ein letzter den Werth Eins annehmen wird; dann ent- 
hält 9,(&,, 7») gewils ein Glied erster Dimension. Wenn aber in 


%(&; N) = yE, + dn, —E (&, Nv)a + 


—=( sein sollte, führt eine lineare Substitution 


stem mm 
auf eine Gleichung: 


y,)erh tern ti mt: = 
der eine Potenzreihe: 
—5%() 
zu entnehmen ist. Weil ferner & und n rational durch &, und n, aus- 
zudrücken sind, existiren auch zwei Potenzreihen : 


= B,(&); He B.&); 
welche der Gleichung G(a +8, b+n)=0 genügen. 
Leitet man aus der Gleichung 
i \ G— 599, (&, 9) 
die Relationen ab: 
ERBEN 


ö 06 On 2G _A@ a8 , 0@ On 
een 


on on 


oder 


@ 06 
u gaig, + &u - = ji (-, +an)+ an —B+bm) 


er 2206: 
& ne DE + b, 8, 


und berechnet aus diesem Gleichungssysteme 


G 0 0 
Ze . ra +b Sera B5 ee: bin) 2 Se 
G ö e 
”- ing am). a) ar 
0G . u: og 
so erscheint ? DE @ und Dn als homogene lineare Function von d& und 


02 . Drückt man wieder g, und die ersten partiellen Ableitungen durch 
1 


0% 09 aus usw., so wird 


927 08’ On j 
— Beben. Erg” (du, m) 


G 
06 = en BE Euy a pr (Er, N,)° 


G 
3 = gm= 1 EumZi Zuge Se br(&,, N); 
wo 9, und %, ganze Functionen bezeichnen. Stellt man auch noch 


Ber, durch &,.daryese-folet: 
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Es ERSTES RT, (E), n,) 
G er 
a Sr & BETEN Dre N) 
@ 1 2 08 Valer 
nn aeg “= ige. Üb, (&y% Nv) ’ 
Nehmen wir nun an, dafs die Exponenten w,, %,... 4, gleich 
bleiben, dann ist vor Allem 


Em) = le + rl) 
und wenn y,(&,,n,) Glieder der (u, — 1)!" Dimension enthält: 


(er M)u—ı» 
Uns E51, Na 


die u,'° Potenz eines Fastors (ß, &, — «,n,) sein und die Covefficienten 
&,, ß, werden «&, und ß, proportional, weil die Function (8, , 1), der 
Voraussetzung nach den Factor (ß,85; — «,n,) enthält Die Grölse «, 
wird darnach gewils von Null verschieden sein. 

Durch denselben Schluls ergibt sich, dafs unter der Annahme 
gleicher Exponenten u,, 4,,... 4, auch &,, &,,...«, nicht Null sein 
können, aber dann resultirt endlich noch für & und 7 eine bestimmte 
Darstellung der Gestalt: 


E = ((— 1Vo,0,..., + h, (&, 9)) Er 

7 = ((— D’ßiay...&% + hy (&,,9)) Er; 
wo die ganzen Functionen h, und h, kein constantes Glied mehr ent- 
halten. 


so muls 


Ist G(&,y) eine irreductible Funetion, so können G und m keine 


gemeinsamen Theiler in n besitzen. Dann gibt es zwei ganze Functionen 


D(E,n), P(&,n), deren Grad in n niedriger ist als der von @ resp. 


Sin awelcheudie Beschaffenheit haben, dafs 


a 0G 

05, + 7a 
eine rationale Function von 8 allein wird. Wir setzen fest, dafs & 
und % keine Potenz von & zum gemeinsamen Theiler haben und 


95 +9G = BR), |R(0)|> 0 


sei, benutzen dann die oben abgeleiteten Formeln, und vergleichen in 
der entstehenden Relation 


©(£,,n,) u ee B(£,, n,) Ei (5 VD) 
—, (1,0... + h(&, m) R(8&,) 
die niedrigsten Potenzen von &,, so wird nothwendig 


vutet tu -v= vw —_dD<4 
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Da somit v an die endliche obere Grenze z k gebunden ist, existirt 
7 


nur eine endliche Anzahl von Transformationen, durch welche der Ex- 
ponent u, nicht erniedrigt wird. 

Mit diesem Satze ist vollständig bewiesen, dafs die Umgebung jeder 
endlichen Stelle (a,b) eines algebraischen Gebildes durch ein oder mehrere 
Functionenpaare darzustellen ist, je nachdem an dieser Stelle 

0@G 
0% n0y 
nicht beide verschwinden oder beide Null sind.*) 

Es handelt sich noch darum, die Darstellung des Gebildes in der 
Umgebung unendlich ferner Stellen (a, b) zu vollführen, wenn also «a 
oder b oder beide Grölsen a und b unendlich sind. 

Man setze der Reihe nach 


oder 


und behandele n als Function von & in der Umgebung der Stelle &=0. 
Eis ergeben sich die Potenzreihen: 


n=y—b=E%(&) oder = ,=:%0 

oder 

1 x 8% \ 

1-29 -1%(), 
wenn ; 
96m) 
on 
R WON 0) 


von Null verschieden ist, und allgemein existirt ein Functionenpaar 


the), erh). 
Die Darstellung um die Stelle (oo, b) gilt aufserhalb desjenigen end- 
lichen Bereiches, welcher alle im Endlichen gelegenen singulären 
Stellen x’ enthält, für die die Gleichungen 


ET, 


gleichzeitig bestehen. “ 

Es ist nunmehr analytisch ausgedrückt, wie man die den & Wer. 
then der Umgebung irgend einer Stelle in dem Bereiche der unabhän- 
gigeu Variabeln x zugehörigen Werthe von y darstellt. Es soll noch 
kurz das Verhalten der durch eine algebraische Gleichung: 


ey) =h er th it tm) 0 


*) Die in diesem Paragraphen gegebenen Entwicklungen sind durchaus 
Weierstrafs’ Vorlesungen entnommen. 
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— wo fu(®) ganze rationale Functionen sind — definirten Grölse 
y= f(x) an den verschiedenartigen Stellen x durch neue Bedingungen 
charakterisirt werden. 


It 2=a ein Werth, dem eine einfache endliche oder unendliche 
Wurzel y = f(a) = b zugehört, so wird 


(r@).@- a) =-0 


za 


(fe). (x — a)"+t) = 0, 


oder 


denn es gilt: 


ray A Re 1 
y-b=(x — a) ol lee 


4 ; "an (a, b) 
beziehungsweise: 
Le [dt Ne N 2 
a Ar an a len: 
5 (@, &) (8 ao) 
Ist an der endlichen Stelle (a, db) neben 
aan wi re 
9-0, (rt 


aber >) von Null verschieden, so wird 


(Fa) .(@ — a)«) —(, 


x Zz.a 


weil die Entwicklung 
1 1 
y—_—b=-(8—a)* B(« _ a)“ ) 
besteht. Ist erst das Product 
+1 
(fe). -ar)-0, 


za 
so muls die Entwicklung lauten: 


— — (0 — a)" Bla — a)") 


. x V 
und man sagt: y oder f(x) wird an der Stelle « von der Ordnung — 

W 
unendlich. 


Tritt an Stelle des unendlichen Werthes @ die unendlich ferne 
Stelle x = oo, so sind 


(r@) Ey") —( und (r@) @)*) 2. 


zo 
die Bedingungen dafür, dals y an dem (w — l)fachen Verzweigungs- 


punkte <= oo endlich oder von der on Ordnung unendlich ist. 
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Ist 2= «a eine w-elementige Stelle des algebraischen Gebildes, so 
können die genannten. Vorkommnisse zusammenfallen, d. h. dieselbe 
Stelle kann aus einer oder mehreren einfachen oder Verzweigungs- 
stellen bestehen, und y kann für = a endlich oder unendlich sein; 
zum Beweise erinnere man sich nur an die Äquivalenz der Gleichungen 
G=-0udg,=0 (e=1,2,...r). 

Wir behandeln ein bestimmtes Beispiel: 

Es sei die algebraische Gleichung 


yn— A Ile NR 


ea: 


>’ —n. 


# 
Die (A-+1) positiven ganzen Zahlen m und n, sollen keinen gemein- 
samen Theiler haben, der grölste gemeinsame Theiler von m und n 
heilse m,, der von m und n, m, und es sei 


gegeben und hierin 


Mm MU, = Mıl,; N — MyVo, N = My V;. 
In der Umgebung einer endlichen, nicht singulären Stelle (a, b) ex- 
istirt ein Functionenpaar 


2=a+tt, y-bil+LiRN). 

Ist aber a eine Nullstelle a, des Polynoms 
a]lle- "Ro. 

so setze man . 


4 2 
| 5 | [ 2 —a,\% 
Yım | A(z — Ay)”x (4x a a)” (1 + as 
VEiT Be * 


? 


n 


wo der Strich bei den Productzeichen anzeigen soll, dafs unter den- 
selben © nicht mehr den Werth x anzunehmen hat. — Bezeichnet man 


Alla - "= EB, 


yıı—= D, (0 — )»(l + (& — a.) Ber — a,)). 
Sind u,, v, zwei positive ganze Zahlen kleiner als u, resp. v,, welche 
der Bedingung 


so wird 


Ur Ye — Val = 1 
&ehorchen, so wird 
yo By’ — BE — a)” (1 + (er) Pla — au) 
und setzt man nun 
B*@— a) = tr, 
so folgen in der Umgebung der- Stelle (a,, 0) entsprechend den m, 
Werthen von B, ebensoviele Functionenpaare: 
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za, 4 Bert y— Bir (1 + Bert BB ). 


Um y in der Umgebung der m, unendlich fernen Stellen darzustellen, 


setze man 
= 4 EN 22 
elle Se 
x r) + 


Al 
hierin aber 
1 


Am = B 3 ‚Buo?o —Ho vo 
dann 
Br 2 tat, 


so werden die m, Functionenpaare: 


ıE g ko 2% tm Er Ba 
IT ee Fe 
Damit sind nun zu jeder Stelle (@, b) die zugehörigen Functionen- 


paare aufgestellt, und soweit das einzelne Paar eine Geltung hat, so- 
weit sind he anne Werthe (z,y) durch dasselbe define! 


S 40. Transformation algebraischer Gleichungen. 


Wenn jetzt die durch eine algebraische Gleichung GW, 2)=V 
definirte Gröfse y in der Umgebung jeder Stelle z—= «a dargestellt 
werden kann und daselbst die zusammengehörigen Werthe x und y 
stets durch eine endliche Anzahl von Functionenpaaren auszudrücken 
sind, so läfst sich das Verhalten einer rationalen Function von z und y 

A, Y) 

Elan I2(@,Yy)’ 
wo die ganzen Functionen g, und g, keinen gemeinsamen Theiler 
haben mögen, in der Umgebung jeder Stelle (a, b) angeben, indem 
man die daselbst bestehenden Functionenpaare für x und y in R(z, y) 
einsetzt. Bezeichnet R(a,b) den Werth von R(x,y) an der ge- 
sebenen Stelle, so wird 

R(&,y) — R(a, b) 


durch eine in der Umgebung der Stelle {= 0 convergente Potenzreihe 
nach £ dargestellt, sofern R(a, b) endlich ist; andernfalls beginnt die 
Entwicklung mit einem Gliede ci-*. Nach dem Werthe des Potenz- 
exponenten % sagt man, dafs die rationale Function die kfache Stelle 
(@,b) besitzt und von der k!“ Ordnung unendlich wird. 
Ist wie bisher @(y,x) in y vom m'® Grade und sind %Y,, Ya,» - - Ym 
die m einem x-Werthe zugehörigen Werthe von %y, so kann man in 
HR,Yy) _ Iıl®r Yu) Iel@, Yı) Iel&, Yo). -- 92(@, Yu) el&) Yuyı) ++ 92%, Ym) 
gl) I2(&, Yı) 9a(&y Ye) --- Iel@ , Y) 
den Nenner, der eine symmetrische Function von Y,%2,.. - Ym ist, als 
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Function von x allein darstellen, der Zähler hingegen ist eine Function 
von x und y. Die rationale Function erhält also die Gestalt: 
fr, 9) 
I Ton 
und hierin kann f(x, y) gewils nicht den Theiler G(z,y) haben, wenn 
R(x, y) nicht überall verschwinden soll. Weil G(z,y) irreductibel 
ist, haben f(x, y) und G (x, %y) überhaupt keinen Theiler gemein. 
Wir fragen nun nach den Stellen (x, y), für welche R(z,y) einen 
bestimmten Werth z annimmt. 
Bildet man das Product 


(Ra Ra,y®)) N N ae red 
Ben Y%(x) Y(&) 
wo y@ die zu einem x gehörigen y-Werthe sind und die ganzen 
Functionen %,, %,, .. . dm Keinen gemeinsamen Theiler haben sollen, 
so wird einer der m Werthe R(x, y') gleich 2, wenn x der Gleichung 
2 (a,2)=0 
entlehnt ist. Dabei denken wir diejenigen z Werthe ausgeschlossen, 
für welche auch %(x) verschwindet, weil dann unser Product in der 


3 [0] © 
unbestimmten Form en erscheint. 


Um zu sehen, wie oft eine rationale Function R(x,y) einen 
Werth z annimmt, mu[s man die Beschaffenheit von P(x, 2) erkennen, 
und dazu behaupten wir, P(x, 2) ist irreductibel oder doch die ganz- 
zahlige Potenz einer irreductiblen Function. 

Es sei #(x,2) das Product verschiedener irreductibler Factoren 
W,(x,2) und 2’ eine Stelle, der nur endliche Wurzeln 2’ der Glei- 
chung #;—= 0 entsprechen, dann gehört zu 2’ eine Lösung der Glei- 
chung G (x, y) = 0, für die 2’— R(y,x) verschwindet, denn andern- 
falls könnte das obige Product nicht Null sein. Da somit jede der 
Functionen ®,(z, R(x,y)) für jede Stelle der Umgebung von x’ eine 
Wurzel y mit G@(x,y) gemein hat, sind sie durch @ theilbar. Jetzt 
aber sieht man, dafs je zwei der Functionen #,;(x, 2) für jede Stelle 
aus der Nähe von x’ auch eine gemeinsame Lösung 2 besitzen und 
darum jede durch die andere theilbar ist. Sie stimmen also bis auf 
einen von 2 unabhängigen Factor überein, doch weil P(x,z) keinen 
solchen Factor enthält, wird 


rm, 2) = (% (2, A), 
wo 4 ein Theiler von m ist. Gleichzeitig wird der Üoefficient von 2”, 


nämlich Y(z), die A! Potenz einer ganzen Function %;(x), und man 
kann das Product in der Form schreiben: 


B,(&,2)\. 
Ile -2«, w) - (4 


Biermann, Functionentheorie. 15 
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Ist der Grad von #, in x v, so gehören gemäls der Gleichung W;—0 
zu einem Werthe von 2 v Werthe x und jedem derselben entsprechen 
A verschiedene Factoren 2 — R(&, y). Je A Factoren des Pro- 
ductes liefern %;. 

Hat man die zu einem z-Werthe gehörenden Werthe & gefunden, 
so gehen die entsprechenden y-Werthe aus den Gleichungen 

G(e,y)=0 und Pla, Rae,y)=0 odr 2— R(le,y)=0 
hervor. Ist P(x,2) irreductibel, so kann die diese y definirende Glei- 
chung, deren Coefficienten rationale Functionen von x und 2 sind, in 
y gewils nicht von höherem als dem ersten Grade sein und y wird 
rational durch x und z darstellbar, denn andernfalls entsprächen einem 
x-Werthe mehr als m Werthe y, und folglich gehören zu einem Werthe 
2 so viele Stellen (x, y) als der Grad von P(x,z) in x anzeigt. Ist 
aber X die At Potenz von %,, so gehören zu einem Werthepaare (2, x) 
A ım allgemeinen von einander verschiedene y-Werthe und zu einem 
Werthe 2 Av Stellen (z,y), wo Av=K ist.*) 

Diese Sätze gelten auch, wenn man 2 einen Werth gibt, für den 
mehrere der x-Werthe einander gleich werden, nur mus man diese 
und die y-Werthe stets in der gehörigen Vielheit zählen. Hat z einen 
Werth, dem gerade ein x zugehört, welches die Function »(x) oder 
%»,(x) zum Verschwinden bringt, so werden Grenzbetrachtungen die 
fortdauernde Giltigkeit der Sätze bestätigen können. Also jeden 
Werth 2 wird die rationale Function R(x, y) an gleich viel Stellen 
(x, y) annehmen. Die Anzahl dieser Stellen nennt man den Grad der 
rationalen Function. 

Sind neben der Gleichung G(x, y) = 0 zwei rationale Functionen 


5= Ray), n—= Ra, y) 
von dem u!" und v!®" Grade gegeben, so entspricht jeder Stelle (x, %) 
ein Werthepaar (&, n). Es entsteht nur die Frage, wann umgekehrt 
einem Werthesysteme (8, n) eine einzige Stelle (x, y) zuzuordnen ist. 
Zu einem Werthe & gehören u Werthepaare (x, y) und uw Werthe 
n, die man auch aus einer Gleichung findet, welche zwischen & und y 
allein besteht. Nennt man die zu & gehörigen u Werthepaare (x, y): 
(1 Yı)» (dar 92)» »- Aur Yu)ı 


und bildet 
u 


kr (n a R, (dx, Y.)) D 
= 

so ist dieses Product eine irreductible Function von &E und n oder die 
Potenz einer solchen. Besteht nämlich zwischen z und & die irreductible 


*) Vergleiche die Darstellung von Weber und Dedekind in dem 92. Bd. 
des Journals für reine und angewandte Mathematik $$ 1, 2, 13. 
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Gleichung %,(&, x) = 0 und ist y rational durch x und & darstellbar, 
so geht das Product in ein nächstes über: 
u 


Ile - &«.. 9), 


ZN 
welches wegen der symmetrisch eintretenden Gröfsen «, rational durch 
n und die Üoefficienten von P,(&, x) = (0 auszudrücken ist; sind ja 
doch die zu einem & gehörigen Gröfsen x, gerade die Wurzeln dieser 
Gleichung. Es folgt also in der That. die Existenz einer Gleichung: 


Lu Raw) - Ci) 


B4 


Sollte P, (&, x) die A!® Potenz eines irreductiblen Factors und y 
nicht rational durch & und & darstellbar sein, so führt eine einfache 
Substitution 


EHER A N) 
zu einer Gleichung G(z, y) = 0 der Beschaffenheit, dals die zu der 
rationalen Function &—= R,(x, y) gehörige Gleichung zwischen & und 
& irreductibel ist, d.h. man kann c so wählen, dafs einem Werthe & 
nur verschiedene Werthe & entsprechen: 


Deu, Key, ... 2,+ ey, ER ©, + ey. 

Die Gleichung zwischen & und n lautet ®&,(&, n)=0. It} =1, so 

erreicht n in ®,(&, n) den Grad uw, denn es gibt zu einem &-Werthe 

u Werthepaare (x, y). In diesem Falle 4’—= 1 kann man umgekehrt 

x und y rational durch & und n darstellen, denn zufolge der Relationen 
r&D)=0, n— Rz(8&, 2)— 0 

ist zunächst x rational durch & und n auszudrücken und ebenso y, 

denn %y ist eine rationale Function von x und 8. — 

Zwei rational in einander transformirbare algebraische Gleichungen 

G(«, =, TE, M=9, 
deren Stellen (x, y) und (&, n) einander wechselseitig entsprechen, zählt 
man als zu einer Klasse gehörig und eine jede Gleichung ist als Re- 
präsentantin einer ganzen Klasse aufzufassen. 

Will man einer Repräsentantin eine bestimmte Normalform geben, 
so kann für diese Form die geringste Constantenzahl oder die niedrigste 
Dimension oder eine andere Forderung malsgebend werden; die Zweck- 
mälsigkeit hat hier zu entscheiden. 

Beachtet man, dals die verschiedenen algebraischen Gebilde einer 
Klasse verschiedenartige singuläre Stellen haben werden, so kann man 
nach denjenigen Transformationen 


= Re, Y), er R,(a, Y) 
fragen, durch welche die entstehende transformirte Gleichung 
} 15* 


228 Viertes Capitel. I. Abschnitt. 


Id, n)=0 

besondere singuläre Stellen erhält, z. B. eine Stelle, in deren Um- 
gebung das neue algebraische Gebilde durch ein einziges Functionen- 
paar dargestellt wird. Allerdings bedarf die Erledigung dieser Trans- 
formationen weitläufiger Untersuchungen, denn wir werden leicht gewahr, 
“dafs eine rationale Function z2= R(x, y) mit vorgeschriebenen Unend- 
lichkeitsstellen durchaus nicht existiren muls und deshalb sind wir 
nicht sicher, ob man eine Gleichung derselben Klasse angeben kann, 
welche irgend gestellte Forderungen erfüllt. Man mufs also nachsehen, 
welche Forderungen mit der Natur einer rationalen Function R(x, y) 
verträglich sind, sofern zwischen x und y eine algebraische Gleichung 
G(z, y) = besteht. 


Wir wollen zur Erläuterung zeigen, dals eine rationale Function 
2=ER(x,y), die nur an einer Stelle und dort von der ersten Ord- 
nung unendlich wird, im Allgemeinen nicht existiren kann, dals viel- 
mehr solche Functionen nur möglich sind, wenn die Gleichung 
eine besondere Beschaffenheit aufweist. 

Angenommen, dals es eine solche Function z= R(z, y) gibt, so 
kann sie jeden Werth 2 nur einmal annehmen. Zwischen 2 und & be- 
steht dann eine Gleichung ersten Grades, und x und y lassen sich als 
rationale Functionen von 2 allein darstellen. Ist x = a, eine reguläre 
Stelle, der ein Werth y=b, zugehört, so kann man jetzt x und Y 
durch recurrente Reihen 


= Tun? +--- 
yÄbrbe tb.» 
ausdrücken. Es existiren demnach Relationen: 


&gyAntv + & QAntr-ı + Dr & 4 an = 0 (v0, 1 2 2) 
Bodmtu + Bıömtuı ++ Babmtug=0 (u—=0,1,2..). 


Substituirt man die Reihen für % und y in die Potenzreihe 


y—-b=@-a).Ba@-m)-R@— a). I a@— a), 
ET) 

welche die Umgebung der Stelle (a,, d,) darstellt, und vergleicht die 
Coeffieienten gleich hoher Potenzen von 2, so ergeben sich wegen 
der Relationen in den Grölsen « und b zwischen den von den Üoef- 
ficienten der Function G@(x, y) abhängigen Constanten c; und somit 
zwischen den Constanten von G (x, %) besondere Beziehungen. 

Soll also eine rationale Function R(x, y) ersten Grades existiren, 
so muls die Gleichung G(&, y) = 0 eine specielle Natur besitzen und 
um diese allgemeine Einsicht war es uns hier zu thun. 
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Man erkennt nun die Berechtigung und Wichtigkeit der folgenden 
Frage: Welches ist die geringste Anzahl von Stellen (a, 5), welche 
für eine rationale Function R(x, y) Unendlichkeitsstellen erster Ord- 
nung sein müssen, oder welches ist der geringste Grad einer ratio- 
nalen Function? Existirt keine rationale Function R(x, y) mit o ein- 
fachen Unendlichkeitsstellen, gibt es aber rationale Functionen mit 
0 + 1 beliebigen Unendlichkeitsstellen, so heifst die offenbar endliche 
Zahl o der Rang oder das Geschlecht des algebraischen Gebildes. — 

Wählt man zwei rationale Functionen & und n vom (ge + 1)te 
und (og + 2)!" Grade, deren Unendlichkeitsstellen alle in eine einzige 
(% , Y0) zusammenfallen, und leitet man die zwischen & und n be- 
stehende Gleichung I'(&, 7) =0 ab, die in n von dem (eg + 1)!®, in 
& von dem (eg + 2)ter Grade sein wird, so besagen die in der Um- 
gebung von (&%,, Y,) giltigen Entwicklungen für 8 und 7: 


out tt Zt 
batterie), 


dafs das neue algebraische Gebilde I'(&, n) = 0 in der Umgebung der 
Stelle (& = ©, n = x) nur durch ein Functionenpaar dargestellt wird, 
indem einem Werthe von & wirklich (oe -+ 1) verschiedene Werthe 7 
entsprechen, wie es die Gleichung verlangt; es ist ja 


1 
n—=RB(eer7). 

Die Gleichung I'‘(&, n)=® ist gleichzeitig mit @ (x, y)=0 irreductibel, 
und I{&, n) ist nicht die Potenz einer irreductiblen Function von & 
und n, gehört zu derselben Klasse und hat offenbar denselben Rang o. 

Diese Gleichung T'(&, n) = 0 werden wir bei dem Beweise zu be- 
nutzen haben, dafs die durch eine irreductible Gleichung G (x, y) = 0 
definirte Gröfse y:eine monogene analytische Function ist. 


$ 41. Beweis für die Monogenität der algebraischen Function. 


Bisher ist nur nachgewiesen, dafs die einer irreductibeln alge- 

braischen Gleichung 
Ga) the t+ He) 0 
entstammende Grölse y in der Umgebung jeder Stelle =a, y=b 
durch ein oder mehrere Functionenpaare 
aM, y-db=Bl) 

dargestellt werden kann, ob aber alle Functionenpaare aus einander 
abzuleiten sind und ein Functionenpaar als die Quelle aller anderen 
zu betrachten ist, das muls erst untersucht werden. 
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Früher haben wir nur von den aus einem Elemente 
y-b=Re - a) | 

abgeleiteten Fortsetzungen gesprochen. Jetzt wollen wir den Begriff 
der Fortsetzung entsprechend der Darstellungsart zweier durch eine 
Gleichung G (x, y)=0 zusammenhängenden Grölsen durch Potenzreihen 
neuer Variabeln Zt erweitern. 

Ist von vornherein ein Functionenpaar 

— a=Bl, y-db=BÜ) - 

gegeben, nach welchem einem # des gemeinsamen Gonvergenzbereiches 
der Reihen ®, und B, ein Werthepaar &, y zugehört, und verschiede- 
nen Stellen # verschiedene Werthesysteme (x, y), und endlich einem 
Werthepaare (x, y) eine Stelle ? entspricht, und nennt man die Ge- 
sammtheit der dem Functionenpaare entstammenden Werthesysteme 
(x, y) im Gebiete der Grölsen x und y ein Element eines analytischen 
Gebildes, so kann man aus diesem unendlich viele Elemente ableiten. 


Setzt man 
t=%lr), 


wo ®(0) eine Stelle Z, in dem genannten Bereiche der t ist und z ein- 
deutig durch # auszudrücken ist, so dals B(r) ein Glied erster Dimen- 
sion besitzt, so erhält‘ man ein neues Element, das an unendlich vielen 
Stellen der Umgebung von Z, mit dem ersten übereinstimmt. Die 
Elemente heissen daher coincidirend. Dort, wo die Elemente nicht 
übereinstimmen, ist das eine die Fortsetzung des zweiten. 
Zwei Functionenpaare der oben genannten Art: 

—-a=PBM, y-b=% 

«—- a=Bılr), y-V’=% (er) 
gehören demselben Gebilde an, wenn sie coincidiren, d.h. wenn sie 
in der Umgebung einer Stelle («, ß) ihres Giltigkeitsbereiches überein- 
stimmen. Dazu ist nothwendig, dals für em Z=4, und =, 
z=a,y=ß und 

bu=(lt — u)Blr — 1) 

wird, wo ®(z, — r,) von Null verschieden ist, denn dann sind die 
Elemente aus einander abzuleiten und die aus je einem Functionen- 
paare entspringenden Elemente 


y-b-R@-a md y-b’-R@—a) 
sind Fortsetzungen früheren Sinnes. 

Die mittelbar zusammenhängenden Funetionenpaare oder Elemente 
eines analytischen Gebildes brauchen wir wohl nicht besonders zu er- 
klären. — 

Jetzt ist es leicht, den Zusammenhang zweier Elemente 


y-bhb=Bdea— an, y—bbeß,le — a), 
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die aus einer irreductiblen algebraischen Gleichung G (x, y) entnommen 
sind, zu beweisen. 

Zu diesem Zwecke gehe man von dem durch die Gleichung @(y, x) 
— (0 definirten algebraischen Gebilde zu dem oben besprochenen über, 
dessen Gleichung I'(n, &)—=0 ist. Sind dann die den Stellen des 
ersten Gebildes (a,, d,), (a,, d,) entsprechenden Stellen des zweiten 
(&, Pi), (&,, ß,), so kann man von «@, und «a, aus auf zwei über 
keine singuläre Stelle & führenden Wegen nach den in der Umgebung 
der Stelle &8= oo gelegenen Stellen «,', @, gelangen, wobei n=ß,, Pf, 
die Werthe ß,', ß, erhalten mögen. Unter der Umgebung von &=0 
ist hier diejenige verstanden, welche aufser &= oo keine weitere sin- 
guläre Stelle enthält. Da nun die Umgebung der unendlich fernen 
Stelle (&, 7) = (00, ©) durch das Functionenpaar 

Rn, iR 
vollständig dargestellt wird, gibt es einen daselbst von «,’ nach a,’ 
führenden Weg, auf welchem ß, in ß, übergeht, denn das unendlich 
ferne Element coincidirt mit denen um die Stelle («,', ß,) und (a,, ß,) 
und darum sind die Elemente 
- A =-B6E- a) md na - = BGE—e,) 
zusammenhängend oder aus einander ableitbar. 

Wenn endlich & von «, über a,’ nach «, und nach «a, geht, ge- 
langt man mit ß, nach ß, und entsprechend mit 5, nach b,. 

Damit ist nun die Monogenität der durch eine irreductible alge- 
braische Gleichung G(z, y) = definirten Grölse y erwiesen; sie ist 
eine monogene analytische Function und heifst algebraische Function. 

Unser algebraisches Gebilde wird durch eine endliche Anzahl von 
Functionenpaaren dargestellt, denn es gibt nur eine endliche Anzahl 
von Unendlichkeitsstellen für die algebraische Funetion und nur eine 
endliche Anzahl von Discriminantenlösungen, und in der Umgebung 
mehrfacher Punkte genügt zur Darstellung ebenfalls eine endliche An- 
zahl von Functionenpaaren. 

Wenn umgekehrt eine mit einer unabhängigen Variabeln x im 
Zusammenhange stehende monogene analytische Function y den Bedin- 
gungen genügt: 

1) y nimmt für jeden Werth von z= «a mit Ausnahme einer end- 

lichen Anzahl von Stellen = « m verschiedene Werthe an, 

2) und zwar lassen sich in der Umgebung der Stellen a die zu- 

gehörigen Werthe von y aus m nach positiven ganzen Potenzen 
von (« — a) fortschreitenden convergenten Reihen berechnen, 

3) indefs die den Stellen x aus der Reihe der singulären Stellen « 

entsprechenden m y-Werthe durch eine endliche Anzahl con- 
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vergenter Reihen darzustellen sind, welche nach ganzen oder 
gebrochenen Potenzen von (© — a) fortschreiten und nur eine 
endliche Anzahl negativer Potenzen enthalten, 
dann ist % die Lösung einer irreductibeln algebraischen Gleichung 
mie Grades, deren Üoefficienten rationale Functionen von & sind. 
Offenbar genügt y als m-werthige analytische Function einer Glei- 
chung mten Grades, ‘deren Coefficienten eindeutige analytische Func- 
tionen sind. Doch können diese nur rationale Functionen sein, indem 
die Potenzsummen der zu einem Werthe x gehörigen y-Werthe ein- 
deutige Functionen ohne wesentlich singuläre Stellen werden. — 
Nun verlassen wir das durch eine Gleichung definirte algebraische 
Gebilde und verzichten auf die Construction der rationalen Functionen 
mit vorgegebenen Unendlichkeitsstellen und auf die Ermittlung der 
Abhängigkeit des Ranges eines Gebildes von der Beschaffenheit des- 
selben, weil uns der blofse Begriff der algebraischen Gleichungen ver- 
schiedenen Ranges späterhin genügen wird. 


S 42. Systeme algebraischer Gleichungen. 
Das analytische Gebilde m!“ Stufe im Gebiete von (m + n) Gröfsen. 


“ Es sollen die voranstehenden Untersuchungen auf ein System n 
algebraischer Gleichungen mit n + m variablen Gröfsen übertragen 
werden. Bezeichnen wir die unabhängigen Variabeln mit %,41, &n-t25 
...%&ntm; die abhängigen mit z,, %,,...%, und die in den letzteren 
ganzen rationalen Functionen, die gleich Null gesetzt sein sollen, mit 


NEN REN En ee A) 
in welchen die Coefficienten analytische Functionen von &+1, XInt2; 
...%n}+m Mit einem gemeinsamen Stetigkeitsbereiche sind, so möge 
vorausgesetzt werden, dafs durch Elimination von je (n — 1) der 
Grölsen ©, %,,...% n algebraische Gleichungen 


Ir 03 Int} Knt2y, 0. N) — () 
hervorgehen, aber niemals eine Gleichung in den m Variabeln ©. 4. 
(u=1,2,...m) allein resultirt, denn dann liefse sich das gegebene 
Gleichungssystem auf ein anderes reduciren, welches eine Variable 
weniger hat, indem etwa &%,+. als eine von den übrigen (m — 1) Va- 
riabeln abhängige Grölse anzusehen wäre. 

Die genannte Elimination von (n — 1) Variabeln z. B. &,,.. .&u-ı 
besteht nicht etwa in der successiven Bildung der (» — 1) Resultanten 
ROV(&,, %,...%n4m), der Bildung der (mn. — 2) Resultanten Rz, 
...&n+m) der Gleichungen R{) = 0 usw., endlich in der Bildung der 
Resultante zweier Gleichungen 

BRD (1 0 N RN, EN 0, 
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sondern man muls vielmehr die (a — 1) Variabeln gleichzeitig eliminiren, 
indem man eine der Gleichungen G,—=0, deren Ordnung in 2,5... 
k, sei, mit einer ganzen Function I, von %,...%, multiplieirt, dann 
in dem Producte @,I', mit Hilfe der übrigen Gleichungen G, —= 0 die 
durch x%ı,.. „ann theilbaren Glieder fortschafft und über die willkür- 
lichen Constanten von I, so verfügt, dafs G,T, blos Glieder in der 
n‘® Variabeln x, behält. Es resultirt dann 9, (&,, &n+}1. . -X&ntm). (Ver- 
gleiche Serret Algebra Bd. 1, Cap. 4.) Die Werthesysteme (2; ,...&); 
welche den Gleichungen G, = 0 genügen, befriedigen auch die Glei- 


chungen g,—(0, weil man offenbar g, die Form geben kann De — 
si 


Nun könnte man jede einzelne Gleichung 9,= 0 für sich behan- 
deln, doch wenn man dann in der Umgebung einer Stelle 
Inu — (Antu (u = 35 2 Bee mM) » 
welcher die m, Werthe 
= al), ad ,... a) 
zugehören mögen, die Darstellungen finden kann: 
Ky — al) ne un (Be Int2ye.» &ntm | (An+u)) (u —=| ’ 2, u. M,), 


wo ®) kein constantes Glied enthält, so muls man untersuchen, ob 
N 


n dieser N = > m, Potenzreihen PD einen gemeinsamen Üonvergenz- 


vi 
bereich besitzen, derart dals irgend einer Stelle desselben Werthesysteme 
für 2, %,,...%, zugehören, welche gleichzeitig die n Gleichungen 


= erfüllen. Denn bei der Frage, ob ein Gleichungssystem » 
analytische Functionen definirt, hat man in dem 2mfach ausgedehnten 
Werthegebiete der Gröfsen &,+. Stellen ausfindig zu machen, in deren 
Umgebung n convergente Potenzreihen für x&,, %,...%, existiren, 
welche das Gleichungssystem identisch befriedigen. 

Die Entscheidung hierüber könnte man dadurch herbeiführen, dafs 
man nachsieht, ob in der Umgebung einer Stelle (a.41, Qn+2, - - - !u-4m) 
des gemeinsamen Stetigkeitsbereiches der Coefficienten der Gleichungen 
= ein Bereich existirt, an dessen Stellen keine der Discriminanten 


DIRDE N 9, 0 Dumm) 
verschwindet und keine der Grölsen x, unendlich wird. 

Andrerseits steht uns der Weg von den Gleichungen = zu 
einem oder mehreren denselben äquivalenten sogenannten Normal- 
gleichungssystemen der Form 

a rn. bern) N, 
HAI Bun Bud) We) 


= SH 
ey 
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offen, wo H eine irreductible ganze rationale Function der von den 
n Gröfsen x, linear abhängigen Grölse y und H, ganze rationale 
Funetionen von % bedeuten. An diese Systeme hat man wieder die 
Frage zu knüpfen, ob aus denselben Systeme gleichzeitig convergenter 
Potenzreihen für y, &, &,...%„ hervorgehen. 

Endlich kann man die gegebenen Gleichungen G, = O0 direct so 
behandeln, wie die eine Gleichung G@ (y, <2)=0. Wir wählen den 
letzten Weg, da wir noch Gelegenheit haben werden, Normalgleichungs- 
systeme bilden und untersuchen zu können. 

Es sei (@,, @3,: : -@m-+n) eine endliche Stelle, welche den n Gleichungen 

en El veilrar.n) 
genügt, und man setze 
X — Ay = er Antu = eHlt, 
dann erhalten die an die bekannte Form: 


Inu zu 


4, 5 Ar Auydt ars Ay, mn Ent = (8 ’ 8, eregE Enm)i2 + ee) 
4,, . an Ay, er e- As, m+n an + (4, = anne Ga + E 
a BCE n ae Den.® &, Ar ... ee er 0, 
WO (Eine er die Glieder At Dimension aus der Gleichung: 
G,(a, - 8 dig =E 8 ae Ipn-tm + Et) ==’ 0 
umfafst. 
Wenn dann in der Matrix 
| An „A: N Aı, n+1y* ee | 
| un . As, n7 As, n+1y° Arm | 
BE VS, N. . Ana] 


eine der Determinanten nt“ Ordnung, z. B. 


Gr 3@ 

And de EB en) 
065 0G 

RER (32) (222) 
2 | oGn Gn 

AR RA SSM AN, (32) ne) 


von Null verschieden ist, lassen sich n der Grölsen & und zwar &,, 
&,,...8, in der Umgebung der Stelle (0) nach Potenzreihen der m 
übrigen Variabeln ohne constantes Glied entwickeln: 


Er Bl, GE en) vw=1, 2). 
Man kann nämlich eine Folge von Stellen (&,, &,,...8,) oder (£,) 


VESSSD LEE AA 
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mit einer solchen Grenzstelle (£,) angeben derart, dafs die Grenzwerthe 
'&5,825...&n durch Potenzreihen in den Variabeln &u41, Entaz +: - Entm 
auszudrücken sind, und die gegebenen Gleichungen erfüllen. Bildet 
man die Beziehungen 


Hs Ant + Ani ar: Emden) 
Wein), 
wo f, keine Glieder erster Dimension in den Gröfsen &,, E25... En 
allein enthält, setzt rechts für &,, &,,...58„ Null und löst die entste- 


henden Gleichungen nach den links stehenden Unbekannten — was 
angeht, da die Determinante nicht verschwindet —, so findet man 
etwa 


=, ei, 
Die Substitution dieser Werthe in die Ausdrücke f, gibt neue Glei- 
chungen mit den Lösungen 


= = 80), & =... — 5. 
So fortfahrend gelangt man zu Grenzwerthen 


& a ee ee 
welche den vorgegebenen Gleichungen genügen und als Potenzreihen 
nach den Variabeln &,41, &n+2, - - - &n4m auszudrücken sind, indem bei 
der Zusammensetzung nur Additionen und Multiplicationen zu voll- 
ziehen sind und die Summen ganzer rationaler Functionen in Potenz- 
reihen umgeformt werden können, wenn die Summen gleichmässig 
convergiren. 

Den Convergenzbeweis führen wir praktischer gleich in dem Falle, 
wo wir die a -+ m Grölsen & durch Potenzreihen nach m neuen Va- 
riabeln £,, t,,...t darstellen, wie das bei dem algebraischen Gebilde 
G (y,&) = 0 geschah. 

Verbindet man mit den » gegebenen Gleichungen 

4,1 £ =E A,.$, Ze RE -+ Ay,ntmöntm == 9,($, ’ Er ... a) 
(veiln2,as.un) 
weitere m Gleichungen, welche m neue Variable 4, mit den Grölsen & 
in Zusammenhang bringen: 
Anzu,ıdı + Ant 254° 4 Antu,ndm Entm — bi 
(m=1,2,2..m), 
wo die Oonstanten A, u,»+w so gewählt sein mögen, dals die Deter- 
minante (» + m)!“ Ordnung 
Aı,ı 3-0 Au am 


Ani Suc Anm 
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nicht verschwindet, und bestimmt aus den (n-+m) Gleichungen durch 
das frühere Verfahren denselben genügende Grenzwerthe &,, &,,.--Entm 
als Potenzreihen der Gröfßsen 4, %,,-. . im» 


era), 
so besitzen diese einen gemeinsamen Convergenzbereich um die Stelle (0). 
Zum Öonvergenzbeweise ersetze man in den Lösungen der (n+m) 
Gleichungen 


m a Auılı an W027 +: .— m Im — vb, (8:5 &; ... a) 
5 = Aybı & nn un “ Azın Im i- a SINaER RZ 


En rm a a 2 a u, er On-Lm, m n 22 u &, N) en . er) ) 


wo die Ausdrücke %, keine Constanten und keine Glieder erster Di- 
mension enthalten, auf dals in ihrer Darstellung durch eine (n + m)- 
fache in einem Bereiche |&,| < 2 convergente Summe: 


a 
pa P E’r+ 
N) Var. mm En ne Mr 
P)=0 


Zr >2 sein muls, die Ooefficienten a,, durch eine solche positive 
al 
Grölse p, dafs der absolute Betrag: 


Ia,.|<r 
ist. Ist dann für jedes (A) undeinr <R 
|6% | U gr mtr Hmm) 5 
Yır Poren Intm| = 


so werden die Coefficienten der Reihe für 
nm 


Zur _«) ee 19 I Harbbar z IF uuhe) 
5 


nicht kleiner als die absoluten Beträge der Coefficienten gleichnamiger 
Glieder jeder Reihe %,, und umsoweniger kleiner als die der Reihe 


Ig g rat etel,. 


I ei 
1 + &+ + Entm 


r 


Sollten nun aus den (na + m) Gleichungen: 


= Yh Far: +) +9 2, Fette) 
A=1,2,...n + m) 


(n + m) convergente Potenzreihen für die Grölsen &, hervorgehen, so 
können wir sicher sein, dals auch die gegebenen Gleichungen durch 
gleichzeitig convergente Potenzreihen identisch zu erfüllen sind. 
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Die Reihen, die aber den letzten (n + m) Gierchüseen Beten, 
werden oenben gleich. Setzt man daher 


u tb: tm=t, tet tan, 
so dals &, = ia wird, so reducirt sich das letzte System auf die 


einzige Gleichung 


En tm tat msC)—.—0 
Ve 
oder ; 


2 rn+myt+r r?(n-+m)yt 
ET mat et mm 9 
und weil & in der Umgebung der Stelle = 0 in eine convergente 
Potenzreihe entwickelt werden kann, müssen auch die (n -+ m) Po- 
tenzreihen 
Gr ae Mmliybyen. Im) 
einen gemeinsamen Convergenzbereich besitzen, was zu zeigen war. — 
Indem die Grölsen t, als lineare Functionen der Gröfsen &, ein- 
geführt waren, entspricht nicht allein jedem Werthesysteme aus dem 
gemeinsamen Uonvergenzbereiche der gefundenen Reihen eine bestimmte 
Stelle (22), sondern es gehört auch zu jedem dieser Werthesysteme 


%1) 295.2. Anm eine bestimmte Stelle (2). ‚Ist (@,,«,,...«n). eine 
Stelle des gemeinsamen Giltigkeitsbereiches der Reihen Rı(t, , tz,... tn), 
welcher die Stelle (a,', @,...- 44m) entspricht, so existiren auch 


(n + m) convergente Reihen 


ya ehılt,bo,.:- m) A=l,2,...n-tm), 
und wenn m der neuen Reihen ®; die Bedingung erfüllen, dafs eine 
der Determinanten m** Ordnung aus der Matrix 


(3%) Re 2) | 
ot, ob, | 


| Bm en 

Ob, On («) 
z. B. die aus den letzten m Verticalreihen gebildete nicht verschwindet, 
so kann man die m Gröfsen ti, — «,„ durch Potenzreihen in den m 
Gröfsen Era = Intu — Antua (u=1,2,...m) darstellen und die 


Substitution dieser Reihen in die » übrigen gibt » gleichzeitig conver- 
gente Potenzreihen: 


r NY r [4 ‚ 
I U — Pr(Xntı, Kn-2 Shane: Van datt, Ant2,..* On-im) 
w=1,2,...n). — 
Wir wissen bereits, dals im Falle einer Gleichung 
Gl, %3 + &ntm) = 0; 
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aus welcher für x, eine Potenzreihe 


2 — = PB (l@r) Bar. - - Emtm|Ay) Ay). - - Amtm) 
entstammt sein mag, alle in einer gewissen Umgebung der Stelle 
(a4, @, - - » dn4m) liegenden Stellen, welche dem durch die Gleichung 
definirten Gebilde angehören, aus der Potenzreihe hervorgehen. Dieser 
Satz gilt auch, wenn » Gleichungen mit n + m Variabeln gegeben 
sind und an einer Stelle (@) n Potenzreihen 


Lu — 4, = N, Int. - Elm] Ant1, An+2, =» A) 
existiren, welche diesen Gleichungen genügen. 
Weil dann die Determinante 


Au, Jahesh ih Aı,n 
As, Ay, ec Ag, n 


Au Aue, “ii. ae, 
von Null verschieden sein muls, gibt es gewils eine Gröfse A,,,, 
welche nicht verschwindet, z.B. A,,. Entwickelt man dann zunächst 
aus der Gleichung: 


A, 5 t+Ast + Arndmönrm + (6, 5 Se Euim)te = .e—( 


&, als eine Potenzreihe in den Variabeln &,, &,,.. . Entm 


R, (&, &;, DORT N) 
und substituirt dieselbe in die übrigen n—1 Gleichungen, so entsteht 
ein System: 


Ass, + RT + Ae nn + X (665 er Er) — 0 
A%E, + + RE en SR a Ks (> ee Se) N) («) 


An,2 & cs Bu ee = Aare I In kös) Bie 2) == ", 
welches dieselbe Behandlung zulälst wie das gegebene, wenn nur eine 
Determinante (n — 1)! Ordnung mit der Matrix 
| Ai Ad | 

| 
Be 
von Null verschieden ist. Bemerkt man, dafs die Elemente der aus 


den ersten (n — 1) Verticalreihen gebildeten Determinante gefunden 
werden, indem man den Ausdruck 


% I ıı a — et, + Ama) 


in den Gleichungen 
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Ay + A, 5, + Br Tr + Am eren -F (eis 8, en. Eon) + =0 
(v= 2,3, ...n) 
substituirt und die Ooefficienten von &,, &;,...&n4m sucht, wobei die 
Glieder höherer als der ersten Dimension nicht in Betracht kommen, 
so ist klar, dafs die in Rede stehende Determinante in den A’ auch 
nicht verschwinden kann. 
Dann aber gibt es (n—1) Potenzreihen: 


== le ee (m 2er), 

und wenn aus diesen alle möglichen Werthesysteme einer Umgebung 
der Stelle (0) zu entnehmen sind, welche den Gleichungen («) ge- 
nügen, so werden alle den ursprünglichen Gleichungen genügenden 
Werthesysteme einer gewissen Umgebung der Stelle (&$)—=(0) zu finden 
sein, wenn man den hier genannten Stellen (8,, &,,.. . &2-4m) denjenigen 
Werth &, zuordnet, welcher nach Substitution der (n — 1) Reihen PB, 
für &, aus der Reihe ®, (&,, &3,. . - &n4m) hervorgeht. 

So ist durch den Schluls von (n — 1) auf n bewiesen, dafs die 
den gegebenen Gleichungen genügenden Stellen der Umgebung einer 
ersten Stelle (a) alle aus den Potenzreihen Pr (t,, %,,...t„) gefunden 
werden. — 

Angenommen, dafs in der Umgebung einer zweiten Stelle (b;) des 
durch die Gleichungen G, = O definirten Gebildes ein System neuer 
Reihen: 

ab = Walt, Ta)... Im) 
das Gebilde darstellt, und innerhalb des gemeinsamen Convergenzbe- 
reiches dieser Reihen ein Bereich um eine Stelle (0) existirt, welchem 
nur Werthesysteme einer Umgebung der Stelle 


N I ee 
zugehören, die auch aus den Reihen 


Dr OR Bilh et ae. in) 
entspringen, wenn &, &y,...dm auf eine gewisse Umgebung einer 
Stelle (4%) beschränkt wird, dann coincidiren die durch die beiden 
Systeme von Potenzreihen definirten Systeme von Stellen. Indem man 
ein solches System von Stellen ein Element des durch die Gleichungen 
G, = 0 bestimmten Gebildes nennt, kann man sagen: die zwei Ble- 
mente coincidiren in der Umgebung der Stelle («). 
Weil die Gröfsen ti, lineare Functionen von &, — a, waren: 
nt m 
= > Atıa a) (v—=1,2,...m), 


el 


die identisch in "FE? 
u nt, z\ (b; dp + (2, = b})) 
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umzuformen sind, so lehrt die Substitution der Reihen für x, — br, 
dafs i, in Potenzreihen nach den Grölsen z„ entwickelt werden 
können; und da den Stellen (£) und (z) gleichzeitig die Stelle (c,) 
zugeordnet war, haben diese Reihen die Form 


tal “ = PYullı, Ta, - - Tm| (TO), 
wo p. kein constantes Glied enthält. — Die Ausdrücke 
atBlh,s-- . im) 
werden mit Hilfe dieser Reihen in 5 + Bi(T,, Ta,. - . 7m) übergehen. 


Da die Grölsen z, lineare Functionen von &—b; sind, existiren 
auch m Potenzreihen 


TE 2% = dultıylar ml (69), 
die durch Umkehrung der früheren Reihen 


() Zn) R 
DD, Min la — Oe — FD)r ln en 


zu gewinnen sein müssen, weil zu einem Werthesysteme der nur ein 
bestimmtes System der v gehören kann und umgekehrt. Dazu mufs 
nothwendig die Determinante 

(1) (1) 


EOTOEEEEORON 
(m) (m) 
0.0, ES EE0 01 0 


von Null verschieden sein. 

Wenn darnach zwei Elemente eines durch % Gleichungen G,—= 0 
definirten Gebildes in der Umgebung einer Stelle (c;) eoincidiren und 
die Werthe c, für „=a, und „—ß, aus den Elementen entspringen, 
dann gibt es m Potenzreihen 


bu — u = Bully; Tr». Tm| (Bu); 
welche das erste Element in das zweite überführen, und das zweite 
ist umgekehrt durch die aus diesen Reihen hervorgehenden Reihen 
Un Bu E Par (k, RT. tm | (&u)) 
in das erste zu transformiren. 


Damit ist klar, wie man ein Element: 
a —- a = Bl tar... im) (w—=1,2,...m) 
fortzusetzen hat. Man greife aus dem gemeinsamen Üonvergenzbe- 
reiche der Reihen ®, eine Stelle (@,) heraus, setze dann anstatt £, 


&u + (bu — &,) und ordne die Reihen nach Potenzen von td, — @,, 
führe statt 4. — a, m convergente Potenzreihen 


Da (U, Ta, - - » Tm| (Ba)) 
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ohne constantes Glied ein, so entstehen die Reihen 
n—-a—=M lt, Ta, ... m|(Bn). 
Setzt man schliefslich zu — Pu = u, so folgt die frühere Form 
a — a—= PM (U Ur: - Um); 


und dieses Element coineidirt mit dem ersten in der Umgebung von 
(ec). Die somit anstatt Z„ eingeführten Reihen 


bu = Out Pa Urs Ups.» - Um) 


haben aber nothwendig die Eigenthümlichkeit, dafs die Determinante 


OR N 
ou’ 0W OU, 
Od Od dm 
ou ö 77 SER: OU, 
“ an der Steleu, =Ww=-- = 4%, = OÖ nicht verschwindet. — 


Stellt man unabhängig von den ursprünglichen Gleichungen G,—=0 
als Definition eines monogenen analytischen Gebildes die Gesammtheit 
der durch ein Element: 


erlernt) A 1,2,...n m) 


und seiner Fortsetzungen gegebenen Werthesysteme auf, so hat man 
zu zeigen, dals dieses Gebilde das durch die » Gleichungen definirte 
umfafst. Nun wissen wir bereits, dals überall, wo eine der Determi- 


nanten aus der Matrix 
00 ,,, 0 
0% i OL, 4m 


06, dG, 
De er OL, 4m 


nicht verschwindet, n der Grölsen x durch Potenzreihen in den übrigen 
m Variabeln und alle Grölsen x durch Potenzreihen in m neuen Va- 
riabeln darstellbar sind. Die Fortsetzungen dieser n Reihen sind aber 
auch Fortsetzungen des Elementes, das nach der Anzahl der unabhän- 
gigen Variabeln # eines m’” Stufe in dem 2 (n 4 m)fach ausgedehnten 
Gebiete der (n + m) Grölsen x, genannt wird. 

In der That: wenn die n Reihen 


I — = PH, Kntayeee | (An+u)) 


und das Element 
1 VL FE 7) 


Biermann, Functionentheorie. 16 
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in einem Bereiche um die Stelle (a) dieselben Werthesysteme (x) lie- 
fern, so werden die aus der Fortsetzung: 
a a= Mu , U -:. Um) 
abzuleitenden Potenzreihen 
m — = BB (Entı, Int23 - - - %ntm | (n+a)) 

Fortsetzungen der ersten » Reihen sein, denn wenn das erste und 
zweite Element in der Umgebung von (c,) coincidiren, so stimmen 
auch die n Reihen B, und ®, für jede Stelle eines gewissen Bereiches 
um die Stelle (c) überein und umgekehrt. 

Das analytische Gebilde m’” Stufe in dem Gebiete von m + n 
Grölsen enthält aber mehr Stellen als das durch » primitive Reihen 


= Bla, Amen) (v=T1,2,...n) 


definirte System analytischer Functionen, denn das Gebilde besitzt auch 
dort ein Element, wo die Determinante 


002.00 
O2 0x, 
OGMERROG, 
De a, 


verschwindet, sofern nur eine andere der Determinanten aus der oben 
genannten Matrix von Null verschieden ist. 

Darum erheben wir das analytische Gebilde über die analytische 
Function des früheren Sinnes und treffen für die analytische Function 
folgende Festsetzung: Zu den Werthen (c„+.) der unabhängigen Va- 
riabeln 2,41, Znt2,... &n+m gehören bestimmte Werthe &,, &,,...% 
der durch ein System primitiver Elemente 

Er N DR A a) 
definirten analytischen Functionen, wenn in dem Gebiete der (n-+ m) 
unabhängigen Gröfsen x; ein Gebilde m! Stufe mit einem in der Um- 
gebung der Stelle (c,) giltigen Elemente 

= a—=Wilu Ur: Um) 

existirt, welches in jeder Umgebung der Stelle (0) unendlich viele 
Werthesysteme (x) mit der Häufungsstelle (c,) definirt, die auch aus 
n simultanen Elementen unseres Functionensystems hervorgehen. Dar- 
nach gehört z. B. die Stelle (so) zu dem Giltigkeitsbereiche von 2 ana- 
Iytischen Functionen, und sie nehmen dort den Werth co an, wenn 
man ein Element der Form: 
a Bılm, 9%, ...0m) (A=1,2,...n4 m) 


% 
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angeben kann, in dessen Convergenzbereiche eine Stelle (v()) der Be- 
schaffenheit liegt, dals in der Umgebung der zugehörigen Stelle (z%) 
dieses Element mit den simultanen Fortsetzungen unserer primitiven 
Reihen übereinstimmt. 

So haben wir an der Hand der Aufgabe, die durch algebraische 
Gleichungen definirten Gröfsen als analytische Funetionen der unab- 
hängigen Variabeln zu erkennen, den Functionsbegriff und den eines 
Systems von Funetionen zu dem Begriffe des analytischen Gebildes 
erweitert, und wenn dieses durch ein Element 


0 —— Pılk, AN) A172, ...n-+ m) 
definirt ist, so sind die Potenzreihen einzig und allein der Beschrän- 
kung zu unterwerfen, dafs eine der Determinanten aus der Matrix 


| 9Bı .., Pntm 
on ® ot, 
DIR 2 On 
On 4 On 


nicht identisch verschwindet, denn andernfalls könnte zwischen den 
Grölsen x; kein Zusammenhang bestehen. Wäre z. B. die aus den 
letzten m Verticalreihen gebildete Determinante identisch Null, so 
könnte man niemals £,, %,,... m nach Potenzreihen von &,+41, Int2, 
„0. ntm entwickeln; und wenn die Grölsen t niemals durch Potenz- 
reihen in m der Gröfsen « darzustellen sind, gibt es auch keine Ele- 
mente der Form: 
m — n—= Pi (ad,x9,... zr)|(aW), 

wo unter den x) und a) Gröfsen x; und a, zu verstehen sind, d.h. 
es bestünde zwischen den Gröfsen x; kein Zusammenhang. 

Diejenigen Stellen, wo alle Determinanten der genannten Art 
verschwinden, sind die singulären Stellen des Gebildes m'“ Stufe. Im 
Falle das Gebilde durch eine algebraische Gleichung G(y, x) = 0 mit 
rationalen Coefficienten definirt ist, sind diese singulären Stellen die- 
jenigen, wo man zur Darstellung des Gebildes mehrere Elemente oder 
Functionenpaare bedarf. 

Wir kommen in dem letzten Capitel noch einmal auf das durch 
eine irreduetible algebraische Gleichung definirte Gebilde m“ Stufe in 
dem Gebiete von m +1 Gröfsen zurück, um auch der hier unberück- 
sichtigt gebliebenen Frage nach der Monogenität eines solchen Gebildes 
unsere Aufmerksamkeit zuzuwenden. 


16* 
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II. Abschnitt. 
Durch Differentialgleichungen definirte analytische Functionen. 
S 45. Totale Differentialgleichungen. 


Die eingeführten analytischen Functionen besitzen an allen nicht 
singulären Stellen Differentialquotienten jeder Ordnung nach den unab- 
hängigen Variabeln. Wenn aber (a,) eine singuläre Stelle ist, in 
deren Umgebung wohl ein Element 


a Gel, br: m) A=el,2.2.n m) 
aufzustellen ist, auf dals 


0 X, d Ö Dt 2 


De 
existirt, kann man aber aus den letzten m Potenzreihen ,, t,, ... in 
nicht nach Potenzen von (&4u — An+u) (u=1, 2... m) entwickeln, 
so wird der Differentialquotient 

0%, Om, ot, 


OR ar OF 
an der Stelle (a;) nicht durch eine Potenzreihe 


PB (in+ı Ent2, ++: Kntm | (An+u)) 
darstellbar sein; d. h. der Differentialquotient der analytischen Function 
%y VON Anti, Ent, --- Lutm nach 2,4, wird an der Stelle (a,) nicht 
von regulärem Verhalten sein. 

Soviel steht aber fest, dafs wir die Ableitungen unserer Functio- 
nen als vollständig definirte analytische Functionen in Rechnung zu 
ziehen haben. Wenn die Ableitungen mit der Function gegeben sind, 
kann man fragen, ob eine vorgelegte analytische Function die Ab- 
leitung einer gleichartigen Function sein kann, und allgemeiner mufs 
man untersuchen, ob man n analytische Functionen x, von m unab- 
hängigen Variabeln so bestimmen kann, dafs zwischen den unab- 
hängigen Variabeln &,4. (u=1,2...m) und den Grölsen z, (v=1,2 
...n) und einer nach den x„;. genommenen bestimmten Anzahl von Ab- 
leitungen verschiedener Ordnung derselben eine Reihe von Beziehungen 
besteht, die durch die arithmetischen Operationen mit den in Rede 
stehenden Gröfsen dargestellt sind. 

Gibt es Functionen dieser Art, so heilsen sie Integralfunctionen. 
Wir nehmen zunächst an, dafs nur eine unabhängige Variable x in 
Betracht komme. Wir nennen die n von x abhängigen Gröfsen 
%, %g, -+.%, und setzen fest, dals zwischen diesen Grölsen x selbst 
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und den ersten m, Ableitungen von x, nach #, den m, ersten Ab- 
leitungen von x, nach x, und endlich zwischen den m, ersten Ab- 
leitungen von x, nach x n in den höchsten Differentialquotienten 
algebraische Gleichungen bestehen: 


PET Er u 
I ee da} da»! dam? 
de, Ex, ” ‚Enz, EN 
de ’ der ’ dan ; 


deren Üvefficienten rationale Functionen der übrigen Grölsen sind. 
Führen wir an Stelle der ersten (m, — 1) Ableitungen: 


A 
de, Er, dir x, 
de’ der ’ dat 
die neuen Grölsen: 
(2) (m,—1) 
ca, 2) — Ba 2... gm) — re DON 
ot da?’ v de 


ein und schreiben für #, x@®, so erhalten wir: 


n here nn mM 


vl 


Differentialgleichungen erster Ordnung: 


dal”) da”) 
IR (2; a ne: ed a), )- 
dal) da dad 
Al ee (Or LO ee RA v Fed 
a“ Tr ER! ER Oh Er 0 


w—=1,2...n) 

mit M abhängigen Grölsen =), «9, ...m v=1,2..n). 

Dieses System ersetzen wir allgemeiner durch ein anderes gleicher 
Gestalt: 

n da 005 dx 

7,(2; DH an, de 7) 0 az, 2...) 
Wenn die ursprünglichen Gleichungen nicht alle die höchsten in dem 
Systeme vorkommenden Differentialquotienten enthalten sollten, so sind 
sie nicht unmittelbar auf diese Form zu bringen, doch wird man mit 
Hilfe von Differentiationen der gegebenen Gleichungen stets ein System 
unserer Art bilden können. Hierauf hat man aber zu zeigen, dafs die 
Functionen, welche diesem Systeme genügen, auch das erste erfüllen 
und man wird ausfindig machen müssen, wie sich aus den durch das 
neue System bestimmten Functionen diejenigen ableiten lassen, welche 
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den gegebenen Gleichungen genügen. Diese Aufgaben lassen wir hier 
aufser Acht. — 

Wir setzen voraus, dals man aus den neuen Gleichungen F, = 0 
bei der Elimination von » — 1 Differentialquotienten niemals eine Glei- 
chung in x und den Gröfsen &,, &%, ...%„ allein ableiten könne, 
sondern dafs das System der Eliminationsresultate die Form erhält: 


dx, 
G, %) Lu, Kgy In dx =0, 


denn wenn einmal eine Gleichung @,(x, &,,...%,) = 0 hervorginge, 
so könnte man diese zur Reduction des Gleichungssystems F,— (0 auf 
ein anderes benützen, in welchem die Anzahl von Differentialgleichungen 
und Variabeln um Eins vermindert ist. 

Das System G,=0, dem offenbar alle Lösungen der Differential- 
gleichungen F', = 0 genügen, wollen wir durch ein oder mehrere Normal- 
gleichungssysteme der schon oben genannten Art ersetzen. 


d 
Bezeichnet man die Differentialquotienten nz mit 9, und führt 


eine neue Gröle &,+1ı ein, die durch den Ausdruck 

aYyı FA Ya tt AnYn 
mit » willkürlichen Constanten definirt sei, so kann man zunächst eine 
algebraische Gleichung ableiten, welcher x, genügt. Ist die Function 
G,(&, 2, 85»: + %n, %,) In y, vom m,'® Grade und sind die Lösungen 
der Gleichung G@, = 0 

a) ya, 50% Ye, 

so ist das Product 


D (X) = Ile+ — (a ya) Lay) +... +a,yen)) (a) 


über alle Factoren 2,41 — (a,yl +++ a, y“n)), die bei den ver- 
schiedenen Combinationen der Lösungen y(”) hervorgehen, eine ganze 
rationale Function von &,+1. Die neue Grölse &,+ı genügt der Glei- 
chung ®(x,11) =. 

Sind die Gleichungen F, = (0 und G, = 0 in den Grölsen x, 2, , 


Xy, ...%,„ rational, so werden die Coefficienten der verschiedenen Po- 
tenzen von %,}1ı rationale Functionen der Ooefficienten der Gleichungen 
G,:==;0 ‚und somitrational ın @,.%,, &, 22.0, 0, da, 2.2.0, seim 


Zerlegt man hierauf das Product in seine irreductiblen Factoren: 
Din ya ONE 
so sind deren Nullstellen 
- 
RU) ea 


Genügt ein System von Gröfsen yD (= 1,2...n) aus einer Wurzel 
der Gleichung H = gleichzeitig den Gleichungen G, = 0 und F,—=0, 
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so wird wegen der vorausgesetzten Irreductibilität der Gleichung H = 0 
jedes in einer weiteren Lösung 
2 — a,yo - a,y\P -H Aee + a, yo) 

auftretende System von Lösungen der Gleichungen G,—= (0 ebenfalls 
die ursprünglichen Gleichungen erfüllen, d. h. die Beziehung Y=0, 
welche zwischen n Lösungen y() der Gleichungen F, = 0 besteht, 
bleibt erhalten, wenn man das System von » Functionen y@ auf glei- 
chem Wege fortsetzt. i 

Damit leuchtet ein, dals aus der irreductiblen Gleichung H = 0 
ein System zusammengehöriger Werthe für %,, 99, - - . %„n entspringt, 
und jedenfalls lassen sich die Lösungen der Gleichungen G, = 0 in 
Gruppen ordnen, denen je ein irreductibler Factor entspricht. 


Setzt man 
k 
lau) =] Jen = a + aP + +00), 
il 
und bildet 


iz > WH Erz 
0 as Hay + +00) 
k 


OH D> Be Hr: 
On Fi. Ds “a, Ein 12@, y, RR Hi a, y%) 


und sind die willkürlichen Öonstanten a, so gewählt, dafs dann für 
keine der Wurzeln «@), verschwindet, so wird 
a 
u 
O%1 


d.h. jeder Lösung der Gleichung H (x,41) = 0 entsprieht ein Werthe- 
system: 


oH 
un Da Ela, au Ban Bay) 
dx non oH Ta oH(«, %, Up...» %n %n+1) 2 
O1 Od 


und darum sind die gegebenen Gleichungen G,= 0 durch ebensoviele 
Gleichungssysteme der Form 


de, H, ’ 
Hr.) Sund ERETEREE 72 m) 
0% 


zu ersetzen, als irreductible Factoren in dem ursprünglichem Producte 
(«) enthalten sind. 
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Die willkürlichen Constanten « sind hier‘ wieder verschwunden, 
weil wir ihnen solche bestimmte Werthe beigelegt dachten, dafs die 
Diseriminante von H nicht identisch verschwindet. 

Die genannte canonische Form eines Systems von n Differential- 
gleichungen mit n abhängigen und einer unabhängigen Variabeln lälst 
sich noch dahin modifieiren, dafs man die hinzugetretene irreductible 
algebraische Gleichung 7 =0 für die Hilfsgröfse 2,11 durch eine 
(n 4 1)!° Differentialgleichung ersetzt. Durch Differentiation der Glei- 
chung H =0 nach & folgt: 


93H, Non da, 


dan etc öx, das Re) 
da >H Wr OH 
O%,1 O8, 
und umgekehrt mu/s mit den (n + 1) Differentialgleichungen: 
dx, Hr, : 
a Plh2..n+4)) 
0041 
Beet er O0 oder H = const. 
0x 


sein. Wir werden gleich sehen, dafs wir dieser Constanten den Werth 
Null beizulegen haben. 

Der Vortheil des neuen Systems von Differentialgleichungen gegen- 
über dem canonischen beruht darin, dafs in demselben die Variablen 
Grölsen &,, %, ... &n+1ı gleichberechtigt erscheinen. 

Indem wir x durch x, bezeichnen und eine weitere Variable t 
durch die Gleichung 

da, _ OH 
WE Or DE 


dx, 


a = Pa 25...) =0,1,2...n +1), 


wo die Function bis auf H,,. ganze rationale Functionen von 3,41 
sind, welche die Variable # nicht enthalten. 

Es handelt sich nun um den Beweis, dafs man das canonische 
System identisch erfüllen kann, indem man &,, &,,... &.rı in der 
Umgebung einer Stelle &—= c durch convergente Potenzreihen dar- 
stellt, die für = c die Werthe «,, c,,... Cn+ı annehmen, wo c,, C,, 

.. 6, einzig an die Bedingung geknüpft sind, dafs der diesen Werthen 
zufolge der Gleichung H(&,41) = (0 zugeordnete Werth 2,41 = yı 
keine vielfache Wurzel ist, da dann Be verschwände. 

OR 
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Bei einer derartigen Wahl der willkürlichen Constanten ist offenbar 
in der früheren Gleichung HZ = const. die Constante gleich Null zu 
setzen. 

Will man beweisen, dals das dritte System von Differential- 
gleichungen formell durch Potenzreihen nach der Variablen £ zu er- 
füllen ist, so ordne man {= 0 solche Anfangswerthe &,, & -. . - Xapı 
zu, dals die Functionen H, nicht verschwinden. Andernfalls würden 
alle Grölsen x, Constanten. } 

Die hier genannte Forderung betreffs der Constanten ist die natür- 
liche Erweiterung der früheren, denn die Anfangswerthe, welche die 
Gleichungen 


H=0 und Ze 


erfüllen, machen vor Allem die Functionen 


k : 
oH yv»H 
HA, = = 0) @ On 
da, = = @y 7%9 7:09.) 
zu Null, und die Function: 
oH 93H STH aH 
A, We u > >) Ms 0% 0% vl ‚0%, 04, 
BEN 08 vi 0% Pr NOLR 
O8 


scheint wohl unbestimmt zu sein, da ihr Werth die Form n erhält, 


doch sie verschwindet ebenfalls für die Anfangswerthe, weil 


n dz 

ad 0 — Han DE ge de 
ist. *) 

Nach dieser Ableitung der verschiedenen Formen eines Systems 
von Differentialgleichungen mit einer unabhängigen Variabeln gehen 
wir auf die dritte Form ein, setzen aber voraus, dals in den n Glei- 
chungen 


dc, 
dt 
F, ganz allgemein analytische Functionen der n Variabeln seien, deren 
Stetigkeitsbereich wenigstens theilweise zusammenfällt. 
Bezeichnet (c) eine Stelle dieses gemeinsamen Bereiches, so existirt 


ee Veel, 2...) 


*) Aus diesem Umstande kann man schliefsen, dafs der angegebene Zähler 


in dem Ausdrucke für H,,, durch RE als Function von LAN theilbar ist und 
= 0%,41 

überhaupt theilbar sein mufs, wenn die Coefficienten in den Gleichungen G, = 0 

rationale Functionen sind. 
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eine Umgebung derselben, in welcher jede der Functionen F, durch 
eine Potenzreihe 
BD, (X, %23 + - In | (e)) 

dargestellt wird. Es soll aber die Stelle (c) nicht gerade eine solche 
sein, wo diese definirenden Elemente der analytischen Functionen alle 
den Werth Null annehmen. 

Bildet man aus den gegebenen Gleichungen die höheren Ab- 
leitungen: 


dw, n DE do, S OF, TEN F® 
—— —— —— ._ er u = 
ao, u a mm 
en SI OF de, SE2rE Fo — F® 
di _ 02, Wi ln RR 
dm, 
ee 
und beachtet, dafs für die analytische Function x, einer Variabeln 
t — sofern = 0 der Werth x, = c, zugeordnet wird — die formelle 
Entwicklung 
{ce} & %) 4% 
a > —-) — 
v 14 aaa dr „a! 


gilt, so erhalten wir in unserem Falle die den Differentialgleichungen 
formell genügenden Reihen: 


[2] 
a ti” 
»-o=D Flo, on...) w=1,2...m, 


en 
“»=1 

denen erst eine analytische Bedeutung zuzuschreiben ist, wenn gezeigt 
wird, dals sie unter den für 7’, vorausgesetzten Bedingungen einen 
gemeinsamen ÜÖonvergenzbereich besitzen. 

Man sieht leicht, dafs die aufgestellten Reihen unsere Differential- 
gleichungen identisch erfüllen, denn wenn man in 

la RE, 2) B, (m, VEN ©.| (0) = 


x 


( tut tan, ) (co) (0 — 6) (8, — 6,7 


R ! ö I 
MW wow... Oachn u! Up» W.: 


die gewonnenen Reihen substituirt, so entsteht gerade die Reihe: 


h : t v2 
PO, 5.2.) EN, 5 ch) Tre re 


n (1) 
— (Fo) + 5 OF, Fo) = a 


+ v=1i OR e 
Pa) FW aFWV 2 ale 
> 2er) ke ke Fü) ae 
is (2 08,08 Fi Eu 7 PETER . ) tr dt 
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Die ÜCoefficienten #9 sind aus den gegebenen Functionen F\, nur 
durch Addition und Multiplication entstanden, ob sie deshalb auch 
durch convergente Potenzreihen darzustellen sind, müssen wir erst 
untersuchen. 

Convergiren die Reihen für F,(&,, &%,... %n) innerhalb des 
durch die Bedingungen: 


8»| u |® — 6,| zZ R 
definirten Bereiches und ist die obere Grenze der Werthe |,| für alle 
Werthesysteme &,, &, ...%„, die aus den Gleichungen 
| >= | — G|=T < RB 


hervorgehen, etwa gleich g,, so ist der absolute Betrag jedes Coeffi- 
cienten der Reihe 1%», gleich oder kleiner als der entsprechende Üoeffi- 
cient der Beihe für 

9, 


( E Eu 

SI Te 
Nehmen wir an, dafs die der Stelle = 0 zugeordneten Anfangs- 
werthe für &,, &, -..%,„ alle Null sind, was durch die linearen Sub- 


stitutionen &, — c, = &, stets zu erreichen ist, so vergleichen wir die 
Reihe B, (2), 2%, -..24) für #, mit der für 


Neo) 


Beachten wir, dafs 


N 


I 


7 r : 
BZ 


so werden die Coefficienten der für den Ausdruck g, 


— giltigen 
I 

Reihe gröfser als die der Reihen B,(z@,, ©... 2,). Wenn deshalb 

aus den neuen Differentialgleichungen 


dx, a, 
u = Re en a RR) 
T 
in der Umgebung der Stelle =0; 1 ==: -=%,=0 n Functionen- 


elemente hervorgehen, die einen gemeinsamen Öonvergenzbereich be- 
sitzen, so wird das umsomehr für die früheren Differentialgleichungen 
gelten. | 

Ist g der gröfste Werth unter den g,, so wird das System von 
Differentialgleichungen 
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dx, g 
EINEN r stR+:+%, 


7 


umsomehr zu dem genannten Schlusse geeignet sein. Leitet man die 
diesem System genügenden Potenzreihen für &,, &, .-.% ab, in- 
dem man 


Be ern - 


d’x E & g ”—1 
es Sa. re 
bildet, so folgt nmal dieselbe Reihe 


2 “—1 
Te g (2% — 2)! ” 
= D9(7) SOrEmı i 


»—=1 


doch weil der Quotient der Coefficienten von {* und {*t!, nämlich 


ER 
g 2%» —1’ 


eR . 7 . . 2 . 
grölser bleibt als ag , 50 convergiren die gefundenen Reihen in dem 
Bereiche, wo 


r 
Bu < 29 ’ 

und dieser Bereich ist darum, weil r von Null verschieden und g 

eine endliche angebbare Gröfse ist, nicht kleiner als jeder beliebig 


kleine Bereich. 
Umsomehr müssen nun die früheren Reihen 


Ft, 
oder 
on > 
1” 
1)/ 
u —- = > FH, &.-- On) — 
Az n 


einen gemeinsamen Convergenzbereich besitzen. Wie grols dieser Be- 
reich ist, ist für unsere Untersuchungen ganz gleichgiltig, denn wir 
wissen, dals die simultanen Fortsetzungen der gefundenen Elemente 
in derselben Beziehung zu einander stehen wie die primitiven, d.h. 
den Differentialgleichungen genügen. 

Ist neben n ersten Elementen ein zweites System 


a BI 


Kl 
gegeben, welches denselben Differentialgleichungen genügt, und läfst 
sich in dem gemeinsamen Convergenzbereiche dieser Reihen eine Stelle 
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(z'9) angeben, in deren Umgebung das neue Functionensystem dieselben 
Werthe gibt wie das erste in der Umgebung einer Stelle {0 ihres ge- 
meinsamen Üonvergenzbereiches, so coincidiren daselbst die beiden 
Systeme von Potenzreihen; sie gehören demselben durch die Diffe- 
rentialgleichungen definirten analytischen Gebilde erster Stufe in dem 
Gebiete von (n + 1) Gröfsen an. 

Durch diese Untersuchungen ist klar geworden, dafs die in Rede 
stehenden Differentialgleichungen wirklich wieder analytische Functionen 
definiren und man kann ebenso wie bei den durch algebraische Glei- 
chungen definirten Grölsen beweisen, dals sie ausschlielslich analytische 
Functionen bestimmen, d.h. dafs alle Gröfsen z,, welche die Diffe- 
rentialgleichungen erfüllen, durch Reihen der oben bestimmten Art 
auszudrücken sind. 

Um diese Reihen zu finden, kann man sich auch der Methode 
der unbestimmten Üoefficienten bedienen. Man setze für x, — c, Po- 
tenzreihen mit unbestimmten Üoefficienten 


n 
%, — = > am # 


Fe! 
in die gegebenen Differentialgleichungen ein, entwickle die Substitu- 
tionsresultate nach Potenzen von it und vergleiche die Üoefficienten 
gleichnamiger Glieder in f. Bestimmt man die unbestimmten Coeffi- 
cienten so, dafs die Differentialgleichungen erfüllt sind, so kann man 
auch wieder zeigen, dals sie einen gemeinsamen Üonvergenzbereich 
aufweisen. 


$ 44. Partielle Differentialgleichungen. 


Den eben bezeichneten Weg wollen wir einschlagen, wenn ein 
System von n algebraischen Differentialgleichungen vorgelegt ist, im 
welchen die n zu bestimmenden Functionen 

DIRT Wan 


nicht blos von einer sondern von m + 1 von einander unabhängigen 
Variabeln 


Etat 
abhängen. 
Die in den Differentialgleichungen auftretenden partiellen Ab- 

leitungen 

tat" t+0n, 

m. a b=1,2...n 

0 Ara 

seien höchstens von den Ordnungen m, v=1,2...n), so dals 


ut +. +m<m 
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ist und wir setzen voraus, dals die Ableitungen höchster Ordnung 
nach einer der Variabeln, z. B. 


m 
Mu, 02%, Ma Se 0 N 
oe An öl 
wirklich in den Gleichungen vorkommen und diese nach den genannten 
Ableitungen auch lösbar seien. 
Führt man dann wieder eine Hilfsfunction 


grau x tn %, 
% == + aerie + An ——— 
ee ” den 


ein, so genügt dieselbe einer algebraischen Gleichung ®(x,) = 0 und 
wenn H,(x,) ein irreductibler Factor von ®(z,) ist, so kann man die 
gegebenen Differentialgleichungen wieder durch canonische Systeme 
der Form: 


H,(&) = 0 
OR, Bale, 
on elle 2n 0) 
0% 
ersetzen, worin die Function H,, = ganze rationale Functionen der 
0 


Variabeln 4,, &,... Z„ und derjenigen Ableitungen: 
OR arte 


— /)} 
a ec 


on +10 
0%, or Dre N 
sind, in welchen 


nt 4: m<mMm,, & < M, 


ist. 
Es sollen nun (m + 1) Potenzreihen 


(ko — CE (4 — a)” Aen Em)m 


5000 nl a! re 
(©) =0 2 0 1 m 


RL ee} (@) (&% 7 Co)” 
— I, (do, tb; nee in | (c)) -) VB, s 7 


CE) 


(vn) 1,2 2) 


so bestimmt werden, dafs diese das canonische System von Differential- 
gleichungen befriedigen, d.h. man soll die vorderhand noch unbe- 
stimmt-gelassenen Gröfsen 


Ey; Cielee Cm; am ee 


derartig wählen, dafs die Differentialgleichungen durch die Reihen be- 
friedigt werden, 
Entwickelt man zunächst H, nach Potenzen von u — 4, th — G,, 
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2. Im — Cm, So erhält man das constante Glied der Entwicklung, 
indem man in H, 


aha, Im = Cm 
— a" — a) 
Y5 Roy, Ay Ga, Am und u) rs 
setzt. Das so zu bestimmende Glied — es heifse h, — muls für sich 


verschwinden. 
Entwickelt man H, blos nach Potenzen von (ft, — c,) und will 


man den Üoefficienten von (#, — c,)’, so muls man in H, 
get at: en (o 


bo Ce, ODE en. = due Oi. . diem und u =", 
N 


(0) 
setzen; der Ooefficient wird also eine ganze Function von %y: 


H Co) 
und deren Coefficienten sind wieder ganze Functionen von n & RR N 
und den Gröfsen 
(0) (1) (m,—2 


BD, u en 2b Wal, 220,9) 
und Ableitungen dieser. Für 


hau, b=6, ... Im Cm 


geht H RB) in h, über. 
Offenbar Ra man nun 5“ so zu bestimmen, dafs auch H; ER) ver- 


schwindet, und 2, eine Potenzreihe von 4, — G, ... tim — Cm Wird, 
u Dr Er rs : = 

die fr, ca, b,—=&, ... im = Cm den Werth aß), ., erhält. Das 
ist aber immer möglich, wenn man die in h, vorkommenden Grölsen 


0, Cr m Und a)... 


so beschränkt, dafs die Gleichung h, = 0 eine endliche und einfache 
Lösung a), ., zuläfst. Im Übrigen kann man die (m, +M, +... + Mn) 
Functionen 


Sa 


(0) wu 

De oe, Dr. mie) (W—l, 2,5...) 
willkürlich wählen. Wenn sie nur einen gemeinsamen Üonvergenz- 
bereich besitzen, dann hat auch die Reihe 


(0 
Polkır +. im|(O) 
einen Convergenzbereich. 
Differentiirt man die Ausdrücke 
0H, Div, 
0% At"r ger 


202 
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die wir als Funetionen von if, ansehen, wmal nach i,, so erhält die 
u® Ableitung die Gestalt: 
OH, Paula 
0% dt, mtl 


n. Hw ’ 


wo H® eine ganze Function von 4, &, ... 4, und denjenigen Ab- 
leitungen 


%y; Ron Kız ++ A 
ist, in welchen 


++: +, <m, tu und w<m,-+tu. 


EIER RR : 
Daher hat der Coefficient von nn in der Entwicklung von 
0H,- dx, 
0% tv “7 % 
die Form: 
ge 


a a > 


wenn ol und AH die Werthe von OH, und 4% für 
0% Ü 0% W 
at tem 
= Und 0m FIT =, 


bezeichnen. 


Die u'° Ableitung von H, nach i£, hat die Form: 


oH, 0" &o 
O8 dt 


+ H,®9. s 


Versteht man wieder unter und 4, die Ausdrücke, welche bei 


0H, 
0% 
den oben genannten Substitutionen aus IH und Hy") hervorgehen, 


0% 
(iv — ©)" 


so lautet der Öoefficient von = 


in der Entwicklung von H, nach 
Potenzen von (t, — 6): 


OH, (u) 
En B + Hm . 


Sollen nun die gegebenen Differentialgleichungen durch unsere 
Reihen erfüllt werden, so müssen die Gleichungen bestehen: 


P) DH, (my) ut 
u B+M—-0 W—0,1,2..m, («) 


En s i 
doch weil En fürW=4,... m>=Cn nicht verschwindet, kann man 
0) 
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und 


durch bestimmte Potenzreihen von (£, — c,), (u — 6), - - - (dm — Cm) 
darstellen, wenn nur 

©) O0) ar) 

B% und B,B,...% [=1,2...n) 
bestimmt sind. 

Nimmt man somit die Gröfsen «,, &,.:-.C_ und die in h, vor- 
kommenden Gröfsen a“ ee derart an, bit: die Gleichung h, = 0 
eine einfache und endliche Wurzel a Fee und wählt im Übrigen 
die Functionen 

oa md 
Dr De 5 
1+4) u) 


( 
willkürlich, so kann man zunächst R, und dann ®%, und ®, so be- 
stimmen, dafs die Potenzreihen 


So (@) by — 00)” 
Iy -, Bl, by, eek tm C5 65, „os 2) u (v0, 1, 2...n) 


u=0 
den Differentialgleichungen und Z, = 0 formeil genügen. — 
Setzt man 
etw hatt: er mE Un 
und versteht unter &,, «,, «,, an nunmehr die Potenzreihe von u), %,, 


. Um, in welche 
grtat ta x, 


at oe... Ob 


zu transformiren ist, und bezeichnet man 


1 08, 0%; 1,0..0 
) %y;1,0,..0= Dun ’ %y;,2,0,..0= TEE 
OL; my—2,0,...0 
Lu; my—1,0,..0 = , 
OUo 


so werden die Differentialgleichungen des canonischen Systems: 


oH, 0%, my—1,0...0 
0%, OU, 


2) -H,=0. 


Ferner ist aber für jede Grölse &,; „,,«,...a„, in welcher 


ot +... +. <m, 


Biermann, Functionentheorie, 17 
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und mindestens eine der Zahlen « von Null verschieden ist, 


3) OR, een ea 0%,, RG u ln... Cm R 
u OU, 
Beachtet man endlich, dafs neben H, = 0 die Gleichung: 
oH, 0% 
N 
besteht, wo H,® eine ganze Function von %y, %, --. 4m und den- 
jenigen Gröfsen Ey; a, &ıy...a„) bezeichnet, in welchen die Summe der 
« nicht gröfser als m, +1 und &,< m, ist, und eliminirt man mit 
Hilfe der früheren Gleichungen («) die Grölsen 


Da (De 
otyr oma, \u=l, 
so geht eine Gleichung 
ı Da IS 
4) br Ian N) 
hervor, in der @, aus denselben Grölsen zusammengesetzt ist wie H,, 


und wo %k eine ganze Zahl bezeichnet. 
Da noch | 
R RE A Om 
5) en u AN ee 
ist, hat man in den Gleichungen 1) bis 5) für die Grölsen t,, £}, 
...d„ und diejenigen Gröfsen 


Ly; Ro, Ey. m} 
in welchen + & + ...+ &m <m,, die Potenzreihen von %,, % 
.. Um sind, ein System von Differentialgleichungen der Form: 


0% . 
(E58, . Er) = NE, Lay...) + 


0X 


OL, . 
Bi (e) RE 
aa fe > ENDE ae 28) an 


(ol, 2,07), 


worin die Grölsen G, G(®, und GP „ Potenzreihen von %,,%,,...&, 
sind. Wir beschäftigen uns mit diesem allgemeinen System. 

Lauten die diesen Differentialgleichungen formell genügenden 
Potenzreihen 


Do = Po (to, Uyyala Um) ((=1,2..,r), 
und haben — wie in unserem früheren Falle — die Potenzreihen 
Bel0, Uyy. +» Um) (o—=1, 2er) 


einen gemeinsamen Convergenzbereich, gehört ferner die Stelle 


Oli Ola er 


r 
En Go, Kg, +2. dr): 
IE \ 
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dem Oonvergenzbereiche aller Reihen G an und ist keine der Functio- 
Den GE, Ko, ent 0 Kür 
WEIN. On leali2en: 

Null, dann besitzen — so behaupten wir — die Potenzreihen ®, (ü,, 
Us... Um) einen gemeinsamen Uonvergenzbereich und definiren somit r 
analytische Functionen. 

Zum Beweise gehen wir zunächst auf die Differentialgleichungen 
der einfacheren Gestalt: 


0x 
. -3' Gr ae: n N Sn +: 2 " G0) a, Bo u) TE 
el, 2%.r) 
ein und setzen fest, dals in den formell gebildeten Reihen 
a u) Bo 
Lo — Pot Ur -- » Um) =, Boltı - - Um) a 
P=V 


die r übrigens willkürlich zu fixirenden Reihen 


7 Pı um 
R, 2 een EB 
kein constantes Glied bi), _, besitzen, wonach die Stelle 
= Be(0, 0...) @=14, 2...) 
gewils in dem lern: der Reihen G_ tag — Substituirt 
man die Reihen für x, in die Difteentilgleichungen, so wird zunächst 


(6%) (0) ER 
Ball, - - - Um) => CE 


=] 


7 (0) 
} (0) () _ 08 
io, Bir Pr) u 
Hierauf ist jede der zu suchenden Reihen 


(Bo) mer um 
Belt, - - - Um) -° be) RR Bm Bil Te 
Velen ln2.:.) 


als ganze rationale Function einer endlichen Anzahl von Ableitungen 
(0) 
der Grölsen ®, nach %,, %y, . . . Um auszudrücken, deren Üoefficienten 


(0) { : 
wiederum Potenzreihen von ®, sind. Doch die Coefficienten dieser 
letzten Reihen sind nur aus einer endlichen Anzahl von Üoefficienten 
der Reihen 69, durch Addition und Multiplication zusammengesetzt, 


so dafs auch Ne Grölsen 
(0) 
6” Bı, P2-- 
17*F 
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nur ganze rationale Function einer endlichen Anzahl von Grölsen 


DR) 3,,...5, und den Coeffieienten von GP „ werden. 
Soll von den formell genügenden Reihen ' 

< Pß 

ee u m 

e Po» Pr». Bm "At Bo! ß,.! 


MI 
gezeigt werden, dals sie innerhalb eines Bereiches um die Stelle 
w=0,w=(0,...Un = 0 gleichzeitig convergiren, so bringen wir 
dieselben mit den einem neuen System von Differentialgleichungen 
gleicher Gestalt: 


0%, N _ au 
PORSer : Een 
OUg —_, OZAUTE 0 0,) Er RAR 


R: In PD) 
 Yrn Nr eu) 
2—1 2% 
worin aber die Reihen Ew „ tur positive Coeffieienten besitzen, die 
nicht kleiner sind als die absoluten Beträge der entsprechenden Coeffi- 
cienten von GP, genügenden Reihen in Vergleich. 


Ni 5 (0) (0) 
Fixirt man anstatt der früheren Reihen °B, neue g,, deren aus- 


schlielslich positive Coeffieienten gegenüber denen von iR, wieder von 
grölserem oder gleichem Betrage sind, so werden die den letzten 
Differentialgleichungen genügenden Reihen für y, nur positive Üoeffi- 
cienten haben, die nicht kleiner sind als die absoluten Beträge der 
gleichnamigen Coefficienten in den Reihen für x,. Wenn demnach 
die Reihen für y, gleichzeitig convergiren, ist das umsomehr bei den 
Reihen für x, der Fall. 

Zur Vereinfachung des letzten Systems von Differentialgleichungen 
bemerke man noch, dals man einer positiven Gröfse R der Beschaffen- 
heit, dafs die Reihen a ir. -- x.) alle an der Stelle 


er 
convergiren, eine positive Grölse @ so zuordnen kann, dafs die posi- 
tiven Coefficienten der Reihe für 


A a 


R 
— die B(yı, Ya, - ». Yr) heilse — grölser sind als die absoluten Be- 
träge der entsprechenden Coefficienten der Reihen GP „(z,, &, - . . &,) 


und andrerseits auch zwei positive Grölsen R’ und @ angebbar sind, 
so dafs die ‘positiven Coefficienten der Reihe für 
Ur Gt u, 
u 
„twart +%, 
B 


E 
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— sie heilse U(u,, %, ... %n) — grölser sind als die absoluten Be- 
träge der gleichnamigen Coefficienten der Reihen 

(0) 
Be (%ı, %y, -- im) =1,2...r). 

Läfst man nun an Stelle der Reihen @{® „die Reihe B(y,, Ya, --. Ye) 
treten und setzt fest, dals die Reihen für y, in dem Falle, wo u, = 0 
gesetzt wird, in die Reihe U(u,, u, ... %n) übergehen, so werden 
die Reihen für y,, welche den r Differentialgleichungen 


2 Ö 2 OY, 
u BY U. -- m (de + a 


(=1,2...r) 
genügen, einander gleich und werden blos von u, und 


RE 


R’ 
abhängig. 
Setzt man 
w+%-4 HU Ya Yo eye 
WU, - ZZ =7z und re 
und somit 


G @' 
By, Ya ey Vor 4.) 
so redueirt sich das System auf die einzige Differentialgleichung: 


0y _mır a 1 CET 
ou KR 1—-y 092 1-—y02’ 


% 
und aus dieser soll y derart als Function von « und z gefunden werden, 
dals y für u=0 in 


y£ Y4 z Z 
GR er ag Aerzte 


übergeht. 
Die Methode der unbestimmten Coefficienten liefert aber leicht 


eine Reihe für y: 
bz Sun u“ 
= +2 RO 


al 


(@) 
deren u B(z) aus der Gleichung: 


OR NOE SE [DE ee 


ae a(l — 2) er | 1 
a CHOTEENO . .»)d=a 
Fr Ii-A+fb; 


(2) 
07 8 u 0%(e) Mh 
[m — 2)? ed A 2! 02 nz | 
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hervorgehen, indem man die Cveffieienten gleicher Potenzen von 
gleichsetzt, und diese Reihe wird convergent. Dann hat aber auch 
die durch die Substitution 


„utettm 


R 
zu bildende Reihe einen Convergenzbereich, und endlich müssen die 
Reihen für &,, &, ... &, einen gemeinsamen Öonvergenzbereich auf- 


weisen. 
Setzt man nicht fest, dafs die Reihen 


(0) 
Polu, Ug) »»» Um) 


kein constantes Glied haben, sondern dals das Werthesystem 
(0) 
= 0,00) Ke=l2...r) 


in dem gemeinsamen Convergenzbereiche der Reihen @%, liege, so 
bleiben die früheren Betrachtungen unberührt, wenn man die Gröfsen 
en Ü) 

Xp u 

als die zu bestimmenden Functionen ansieht. 


Für ein Gleichungssystem der Gestalt 


r 
0% 
Se > tm, (a, .-. 3) 
m 


t=1l 
(Ol 2 er) 
gelten dieselben Sätze, denn die Aufnahme einer neuen Gleichung 


0% 


0% 
mit der Festsetzung, dals x, für u, gleich «,„ sei, erlaubt eine Zurück- 
führung der (r + 1) Gleichungen auf die frühere Form, da man die 


Grölsen G@(P),, ohne eine Änderung herbeizuführen, mit Ss multipli- 
f) OÖ, 


eiren darf. 

Sind endlich die Reihen G{„ Quotienten zweier Potenzreihen mit 
dem Nenner GO%(&,, ...%), auf dals man wieder das Gleichungs- 
system auf Seite 258 erhält, so werden auch hier die formell genügen- 
den Reihen 2, = Po(%y, %, - »- Um) einen gemeinsamen Convergenz- 
bereich besitzen und analytische Functionen definiren, wenn nur das 
Werthesystem 


& (0) 
RB (0, U,» Um) = Be (e=1, a en) 
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dem Convergenzbereiche aller Functionen CE ER und GW angehört 
und die Stelle 


(0) 
«DD — Bel0, 0...0) (Gele 2r 2er) 


keine Nullstelle von einer oder mehreren der Grölsen G@@ ist.*) 
Nunmehr ist auch bewiesen, dals die angegebenen Potenzreihen 
ler ee alle) wei 2 m) 
des ursprünglichen canonischen Systems partieller Differentialgleichungen 
n Elemente von n diesen Gleichungen genügenden analytischen Functio- 
nen der m + 1 Variabeln 4, &, ... im, sind, deren simultane Fort- 
setzungen jedenfalls wieder die Gleichungen befriedigen. — 

Hier schliefsen wir die Untersuchungen über den Umfang des 
Begriffes der analytischen Function ab, denn an der Behandlung der 
algebraischen Gleichungen und algebraischen Differentialgleichungen 
ist klar geworden, wie man das ursprünglich gestellte Problem, die 
durch irgend einen arithmetischen Zusammenhang definirten Grölsen 
als analytische Functionen zu kennzeichnen, anzufassen hat. 


*) Diese letzte Bedingung ist eigentlich zu beschränkend, indem ja die Reihen 


(0) «® 
(0) AOL ale 5 ; i ient 1242 Ew a 
Gy, und Gun dieselbe Nullstelle haben und die Quotienten Go und co trotz 


dem durch Potenzreihen darstellbar sein können. 
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$ 45. Die Exponentialfunction. 


Indem wir uns zu der zweiten der zu Beginn des vorigen Capitels 
definirten Aufgaben wenden, nämlich zu der Ermittlung analytischer 
Functionen (einer unabhängigen Variabeln) von vorgegebener analy- 
tisch ausdrückbarer Eigenschaft, nehmen wir stets an, dals ein Ele- 
ment der zu suchenden Function y=f(x), d.i. eine Potenzreihe mit 
noch unbestimmten Coefficienten 


y— Pla — a) = Zola — ar 
v=0 

die vorausgesetzte Eigenschaft innerhalb seines endlichen, wenn auch 
noch so kleinen Convergenzbereiches besitze. Aus der die Eigenschaft 
definirenden analytischen Beziehung werden dann jedesmal Schlüsse 
über die Coefficienten c, zu ziehen und diese zu bestimmen sein. Wenn 
die so gefundene Reihe einen Üonvergenzbereich besitzt, existirt eine 
analytische Function, von der noch gezeigt werden muls, dals ihr in 
dem ganzen Giltigkeitsbereiche die Eigenschaft zukommt, die das pri- 
mitive Element in seinem Convergenzbereiche aufweist. 

Für die ganzzahligen Potenzen einer Grölse « besteht die in der 
Gleichung 

ar ar = ahtr 

ausgedrückte Eigenschaft. Wir fragen, ob nicht eine analytische 
Function existirt, welche die hier entlehnte allgemeine Gleichung 


fa).f@) = fa + 2%) 
erfüllt, wo 2, und 2, nicht blos ganzzahlige, sondern beliebige Werthe 
aus dem Stetigkeitsbereiche der Function sind. 
Wenn eine solche Function f(2) existirt, so muls sie in der Um- 
gebung einer Stelle a in eine Potenzeihe 


> (2 — 0)’ 

vl 
zu entwickeln sein und in deren (als endlich vorausgesetztem) Conver- 
senzbereiche besteht die Gleichung: 
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a es] [es] 


Zota — a) > (2, — u = 2% 2A + 2% 0a)’. 
Wir können annehmen, dafs das die fundamentale Eigenschaft erfül- 
lende Functionselement die Stelle Null in seinem Oonvergenzbereiche 
enthalte oder dals dasselbe direct in der Umgebung dieser Stelle als 
bestehend vorausgesetzt werde, denn substituirt man stattz2 za, 
so wird zufolge der Fundamentalgleichung 


fd =fla+2— a) =fla). fe — a) = fa). fa) - Da’ 


—— 


und nun ON vo 
f(@) = fa) on = 1), 
wenn nur f(a) von Null verschieden ist. Die Gleichung 


f@) = fla). fa — a) 
lehrt aber, dals f(x) für keinen Werth « aus dem Convergenzbereiche 
des primitiven Blementes verschwinden kann, denn sonst wäre f(2) 
an jeder Stelle desselben Null, und es gäbe keine Function der ver- 
langten Art. 

Wenn demnach eine Function von besagter Beschaffenheit existirt, 
so gehört die Stelle Null und ein endlicher Bereich um diese Stelle 
zu ihrem Stetigkeitsbereiche. 

Wir überlegen nun, dafs für die Fortsetzungen von ®(x) die 
Fundamentaleigenschaft des primitiven Elementes erhalten bleibt. In 
der That: wenn wir in der für einen festen Werth a4 und jeden Werth 
von & einer Umgebung von «a giltigen Gleichung 

f@ +) —f(a).f(a) —0 | («) 
für f(x) und f(x-+«a) die Potenzreihen ®(z) und P(x-+a) einsetzen, 
so müssen in der links entstehenden Reihe die einzelnen Potenzen von 
x verschwindende Coeffieienten haben. Setzen wir aber statt f(x) und 
f(& + a) Fortsetzungen B (2 — %, +%) und Bea — u. + (+ «)) 
ein, so wird die neue Potenzreihe an tinendlich vielen Stellen des Con- 
vergenzbereiches mit der früheren Reihe übereinstimmen. also auch 
identisch verschwinden. 

Da somit dieselbe Beziehung («) bei einem festen Werthe « be- 
stehen bleibt uud nun a auch varlirt werden kann, so haben die Fort- 
setzungen die Fundamentaleigenschaft mit dem primitiven Elemente 
wirklich gemein. 

Jetzt können wir zeigen, dafs die in Frage stehende Function in 
der Umgebung jeder im Endlichen gelegenen Stelle in eine Potenzreihe 
entwickelt werden kann. 

Wäre nämlich 5, eine Stelle auf dem blos endlichen Convergenz- 
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kreise von ®(x), in deren Umgebung keine durch Vermittlung einer 
innerhalb des Kreises gelegenen Stelle b, ableitbare Potenzreihe 


Pd, di) 
existirt, so könnte überhaupt keine Funetion f(x) gefunden werden. 


Beachten wir vorher, dals 
f(a) = f(O).f(a) also FO) -1—- RO) 
und deshalb 
Ka).r a)=1, also fl a) 
ist und bilden darauf 
f(&, + (& — bu) = flb,)- fle — bu) 


oder B(xz — b,), so könnte man nicht mehr weiter schlielsen, dals 


f@—b+b, bu) = fd, — bu). Fla — bi) 
ist, weil ja d, nicht in dem Convergenzbereiche von B(x|b,) liegen 
kaun und eine Reihe 


2, 
Daldb,,d)= Fa —b) = nn a‘ en 


der Annahme nach nicht existirt. Diese formal gebildete Reihe ist 
aber zugleich mit PB(x) convergent, wenn nur f(b,) von Null ver- 
schieden ist. Wir müssen also annehmen, dals es auf der Grenze des 
endlichen Öonvergenzbereiches von %(x) eine re b, gibt, wo f(%) 
verschwindet. Dann wäre ar wegen 


0) = ra+ 9) = ra): re (@) 


die Function f(x) auch a ihres Stetigkeitsbereiches Null, und 
das widerspricht unserm früheren Satze. Folglich ist die Annahme 
falsch und es existirt eine Reihe B(x|b,, b,). Wenn wir so fortfahren, 
ist die Behauptung erwiesen; die in Frage stehende Function ist durch 
eine beständig convergente Potenzreihe darstellbar. 

Wir beweisen diesen Satz nochmals auf eine zweite Art.) 

Die Gleichung 

f&+%) = f(a).f(®) 


ist für diejenigen Se %, und x, giltig, für welche 
BR 
wenn der ' Convergenzradius des Elementes B(x) r genannt wird. 
Setzt man nun %, = %,, so gilt 
fear ra) r@) na) ou) 
Doch weil der Convergenzbereich des hier rechts stehenden Ausdruckes 


*) Der erste Beweis ist nicht einwurfsfrei, Man kann an der Existenz der 
Gleichung («) zweifeln, da b, schon auf der Convergenzgrenze des primitiven 
Elementes liegt, 
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doppelt so grols ist als der von f(x,), aber innerhalb des Kreises 
f2,|<r die Übereinstimmung beider Seiten angenommen war, so muls 
f(&,) soweit eine Bedeutung haben, als dem Product f 2) f(&) eine 


zukommt, d. h. der Convergenzbereich von f(x) ist ein Kreis mit dem 
Radius 2r. 

So kann man weiter schlielsen und findet, dafs P(z) eine bestän- 
dig convergente Reihe sein muls. 

Um die Existenz von f(x) wirklich zu beweisen, ersetzen wir in 


der Gleichung 
f&).f®) = Flzı + %) 

f(&), F(&,) und f(x, + %) der Reihe nach durch 

a a LE en ET ee 

204, 2 om aa: 

1+, +2) +9 +0) + + aa)": 
Es wird dann 
fa). fa) =1+ (ac Fa) + om’ + a + 502) +: -- 

+ (Ga + ai, + Fans I 
‚ +923)+:': 

gleich 


fa t)=1+a a +2)+s@? +2, 9) +:-- 
+o(a + Darant tar 
ea 


und nun liefert die Vergleichung gleichnamiger Glieder die Beziehungen 


N 3 r RW 
„6 — (1) in—26, — Cm ($)» z 


W 
Cn—yCy = („ v ye.- Cy == Cn» 


Aus der ersten derselben folgt 

O2, GG 30, 0: a1 Rn 
Multiplieirt man diese Gleichungen mit einander, so entsteht 
ec? 
= BENIS 
A lylz... m = N!lyly...n Oder m— nr‘ 
Wenn wir somit bereits alle Coefficienten c„ durch einen c, ausgedrückt 
haben, müssen wir nachsehen, ob diese Bestimmung mit der allge- 


meinen Beziehung 
N 
in ly — en( ) 
v 


in Einklange steht und ob vielleicht auch c, zu berechnen ist, Die 
Substitution der gefundenen Werthe gibt blos eine Identität 
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N N a Keen) F 
m—»)!v! n!\v n! v! 
und wir können c, nicht berechnen. Bezeichnen wir c, einfach mit c, 
so folgt die Reihe 
(ex)? 


a1 rt 


} , 1 Ä e 
die zum mindesten den Convergenzradius | oder 1 besitzt, je nach- 


dem die willkürliche Constante ce dem absoluten Betrage nach < 1 oder 
>1, denn der Quotient der Coefficienten aufeinanderfolgender Glieder 


n bleibt dem absoluten Betrage nach kleiner als |c] oder 1. 


v 


Das auf Grund der Fundamentaleigenschaft abgeleitete primitive 
Element convergirt, f(x) existirt und ist als beständig comvergente Reihe 
eine eindeutige ganze transcendente Function. 

Mit Rücksicht darauf, dafs die Function mit dem Product ex un- 


geändert bleibt, bezeichnen wir besser cx mit x und f C) mit 9 (x). 


Nennt man den Werth g(l) e, so gilt für ganze Zahlen = m 
die Gleichung 


g(m) = er, weil g(m)=g (! Sa Eu ( m ) — 9) 


mal 
ist, nnd wegen dieser Eigenschaft bezeichnet man g(x) passend mit 
e” und es ist 
Be er 
1 2! 

Die Fundamentaleigenschaft der neugeschaffenen sogenannten Ex- 

ponentialfunction ist jetzt in folgender Weise zu schreiben: 
erı + 2a = eü, ce” 

und es gilt 
1 


O 2 — 
e=-l = —, 


€ 
für jedes positive oder negative ganzzahlige n aber ist 
RT — (er)%, 

Wenn darnach das Argument & der Exponentialfunction durch Addi- 
tion und Subtraction aus den Gröfsen &,, %,,...%,„ entstanden ist, so 
läfst sich e” rational durch die den Argumenten &,,%,...%, zugehö- 
rigen Functionswerthe darstellen. 

Die Ableitung der Exponentialfunction 


= ist gleich e. 
Der Ableitungsprocels bringt demnach keine Änderung hervor. 
Diese Bigenschaft von 9(x) = e* folgt auch aus der Functional- 


gleichung 
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gEa+tY) = 9). Y), 
denn die Differentiation nach den mit einander vertauschbaren Grölsen 
x und y gibt 


ogaty) _ a ogacHtYy) _ 2 


Di IWW); dy IR). 
Doch weil 
ogaty) _ Sgaty) dJatYy _ IgatYy) HatY) _ Igla+y) 
0% ecaty) ,0% (+) 0Y 0% 
ist, folgt ’ 
III ART Ay EL 
Ta const. 


ÖOrdnet man dem Werthe x—=0 g(z)=1 zu und heifst die Con- 
stante c, so gibt die Lösung der Differentialgleichung 


dg(®) 


dz =2C9 (x) 
wieder Y 
2 
rt tee, 


und setzt man noch fest, dals auch die Ableitung ı ) an der Stelle 
Null den Werth 1 besitze, so wird 
9) = 


S 46. Aus der Exponentialfunction rational zusammengesetzte 
Functionen. 


Wir untersuchen jetzt einige aus der Exponentialfunction e°* ra- 
tional zusammengesetzte, also eindeutige Functionen 
| f(@) = Be”). 
Für diese besteht offenbar auch die Eigenthümlichkeit, dafs die zu 
den drei Argumentswerthen 
x, y wd c-+y 
gehörigen Functionswerthe | 


f&+ty, f@), fW 
eine algebraische Gleichung 
Gf@+ty, Ta, fYy) =) 
erfüllen, deren Coefficienten von Bu Re unabhängig 
sind; man hat ja nur zu bemerken, das man aus den Gleichungen 
fa) = R(e*), f)— Rler), fa+Yy) — Kle*.e”) 

die Exponentialfunction eliminiren kann. 

Man sagt: für die Function f(x)=R(e°”) besteht ein algebraxsches 
Additionstheorem. Jede rationale Function von f(x) genügt dann wie- 
der einer Gleichung der eben besagten Art. 
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Wenn wir die Gleichung @= (0 noch z und y differentüiren, so 
entstehen die Gleichungen 
06 af), DE dfetm _g 
OR) RE ofa+y) 0% 
06 mL 06 Ofaty)_yg 
ofW) dy "ofae+y) 9y 
und nach Subtraction folgt wegen der Beziehung: 
ofaty) _ Ofa ty) 
0% 0Y 
06 dfa) _ _0@ dfW _ 
of@) dx of) dy 
und diese Gleichung ermöglicht es, f(@ + y) als algebraische Func- 
dfl®) afıy) 
en: 


tion von f(x), f(y) und den ersten Ableitungen dar- 
zustellen. 


Neben dem Additionstheorem kann man auch eine Gleichung 
zwischen 


f(x) und an 


ableiten, denn man braucht nur e°“ aus 


f@)—R(er) und 2 — R (es) 


zu eliminiren. 
Die wichtigsten unter den rationalen Functionen der Exponential- 
function sind im Nachstehenden kurz besprochen. 


Es seien die Functionen 
1 A um 1 RE LIT: 
RE a Ge N 
vorgelegt. — Die halbe Summe oder Differenz der ganzen Functionen 


en“ b \ { 
e*' und —, sind gewils wieder ganze Functionen und dargestellt sind 
E £ 


sie durch die Reihen: 


4 2n 

ha -1- tn Hat 
: 4 5 2n-+1 

Day ze Die Ench 


Die Fundamentaleigenschaft dieser die Namen cosinus und sinus füh- 
renden Functionen, für welche die Bezeichnung 

ha)=ecoxX, h(a«)= sn 2 
gebraucht wird, leiten wir in der angegebenen Weise ab, d.h. wir 
eliminiren die Exponentialfunetion aus den Ausdrücken für 


cos (@ + Yy), C0osX, cosy 
respective 


sin («+ 9), snz, siny 


- 
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oder aus den den Definitionen entspringenden Gleichungen ab: 
erzi edyi — ezievi2cos(c<+y)+1 = 0 
ei —e"i2csx +1 = 0 
ei — et2csy—1l=(, 


beziehungsweise 
e?zie2vi — eier 2:sin(e 4 y) — 1 = 0 
ea er 2üsın % — 1 = 0 
ewvi — et 2isımny—1l—=(. 
Bemerkt man aber, dafs 
\ et = cs x isinx, et cost —isinz 
ist, so wird 
cos (+ Yy) = 5 (eetni + eretNi) — c08 X cos y— sin z sin y 


sin (© + y) = 2 (eetni — e-@+9i) — sinxcosy- cos x sin y 


und die Gleichungen, welche das Additionstheorem enthalten, lauten 
cos? (2 + y) — 2ecos(# 4%) cosz cosy+ co? + co®’y—1— 0 
sin? (2 + y) — 2 sin? (x + y) (sin? — 2 sin? x sin? y + sin? y)° 

+ (sin?x — sin? y)? = 0, 
wie sich leicht ergibt, wenn man noch die zwischen sin& und cos x 
bestehende Beziehung berücksichtigt: 

cos?2 + sin?x = 1. 

Drückt man cos(«-+y) auf die oben angegebene Weise als algebraische 


d cos& dsinz 
- aus, so folgt wegen der 


Function von cos €, cos y, 


rd? 
Beziehung: 
d 
(cos (c+Y) cos y— cos &) g I 7 (cos (© + y) cos x — cos y) a —( 
d.cos® d.cosy 
Bw, 608 Y en 
DNS cos 4008 7 cos 10089 
Ir dy 
Weil ferner 
ey EN 
ne 2 DE 


ist, erhalten die Additionstheoreme auch die Gestalt: 


deosxz d cos y 
dx dy 


cos (2 + y) = cosz cosy — 


£ BEER dsiny 5 dsin& 
sin(e+y) = sinz 2 Er 


und eos (x + y), sin (< + %) erscheinen als rationale Funetionen von 
cos €, cos y respective sin x, siny und den ersten Ableitungen dieser 
Functionen.. 
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Die Reihen für cos & und sin x lassen auch die Relationen 


eos (— 2) =cosx und sin(—%) = — sinz 
erkennen, und darum bestehen die Gleichungen: 
cos (2 — Yy) = 608% c0osy + sin sin y 
sin (x — y) = sin& cosy — cos sin y 
und hierauf 
cos (c + y) + cos(e —y) = 2cosz cosy 
are : ER o deosx dcosy 
cos (2 + y) — cos — y) = —2suzsuny—= —2 de dy 
sin (2 +-y),+ sin(@—Yy) = 2sinxzcosy — 2sinz "22 
sn(2 + y) —sin(< —y) = 2coszsiny = 2 22 ing. 


Führt man hier die Zeichen ein: 


sty=u, s—y=v, 
so erhält man die Formeln: 


U ® WiziDd, 
cos% + cosv = 2cos = cos —, 
- U © U — V 
c08s4 — cosY = — 2 sin = cos —, 
2 5 . u+v UV 
sinu + sinv = 2sin 4 cos —, 
. B U U ER EU 
sin u — sinv = 2cos = SID nn; 
& : B dC08& 
Aus der Gleichung zwischen cos x und der Ableitung 7, bestehen- 
den Gleichung cos®®x + sin’x = 1 folgt eine wichtige Eigenschaft 


der Exponentialfunetion: Der absolute Betrag von @&, wz=&-+in 
und & und n reell sei, ist gleich e®. 
Da nämlich 
e&@ = ese7 = e*(cosn + isinn) 
Eu je = le er] = let] 
ist und e° für positive oder negative Werthe von & positiv bleibt, in- 
dem ee? —= = zu setzen ist, wird in der That je®|= e®. 


Lälst man & von Null an zunehmen, so wächst e® von 1 bis 
und erhält dabei jeden in diesem Intervall liegenden Werth nur ein- 
mal, weil jedes Glied der Potenzreihe für e® für verschiedene Argu- 
mentswerthe 5, und 8, verschiedene Werthe annimmt, und mit &,<&, 

A 
Durchläuft & die Werthe von 0 bis —oo, so nimmt e® von 1 an ab 
und wird für unendlich grofse Werthe unendlich klein. 

Wenn somit e® für reelle Werthe & jeden positiven reellen Werth 
nur einmal annimmt, hat umgekehrt die Gleichung 
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e—-a=(, 
wo a reell und positiv ist, eine einzige reelle Wurzel £. 
Weil die Exponentialfunetion e* für keinen endlichen Werth des 
Argumentes den endlichen Werth Null erhält, sind wir darauf auf- 
merksam gemacht, dals die Gleichung‘ 


Na en 


und allgemein die gleich Null gesetzte ganze transcendente Function 
gewifs nicht in allen Stücken als Verallgemeinerung der algebraischen 
Gleichung angesehen werden kaun, denn indem eine ganze rationale 
Function n!® Grades jeden Werth »nmal annimmt, braucht die ganze 
Function nicht jeden Werth so oft anzunehmen, als ihr Grad anzeigt, 
d.i. unendlich oft. 

Wir werden später zu zeigen haben, dafs in jeder Umgebung eines 
Werthes a, welchen die eindeutige Function an einer regulären Stelle 
erhält, Werthe b liegen, welche die Function an beliebig vielen Stellen 
annimmt und dafs die ganze transcendente Function höchstens einen 
endlichen Werth im regulären Bereiche (d.i. im Endlichen) nicht an- 
nimmt. Jetzt wollen wir nur beweisen, dafs die Function e* = f(x) 
einen Werth a, den sie an zwei endlichen Stellen x, und x, erhält, 
auch für unendlich viele Werthe des Argumentes annimmt. In der 


en fa)=a, f@)=a, 


so wird 
i f«+s)=fle@)a, f@a+%)= fl(e)a 
un 
fa+2)-f@+ 2) = 0 
oder 


f@+ (a — 2) = Fi). 
Bezeichnet man x, — %, mit 2@, so wird 
f@+20) = fl), 
und wenn n eine beliebige ganze positive oder negative Zahl bedeutet, 
gilt auch 
f@ + 2n0) = fa). 
Diese Gleichung besagt, dafs unsere Function e” den Werth, welchen 
sie für x annimmt, auch für die unendlich vielen Werthe 


ano nel, 1, +2,.:.) 
erhält. 

Man nennt eine analytische Function F'(x) periodisch, wenn bei 
beliebigem Werthe ihres Argumentes für eine gewisse constante Grölse 
o& die Gleichung 

F(&-+o) = F(x) 
besteht. Die Gröfse & und jedes ganzzahlige Vielfache von @ heilst 


Biermann, Functionentheorie, 18 
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eine Periode. Lassen sich alle Perioden einer Function F'(x) durch 
Addition und Subtraction aus r Grölsen 
209,3520;, --. 20, 
zusammensetzen, zwischen denen keine ganzzahlige homogene lineare 
Relation besteht, so heilst die Function rfach periodisch. 
Wenn darnach die Exponentialfunction einen Werth a zweimal 
annimmt, so ist sie mindestens einfach periodisch, und weil für jede 


Periode 2no 
f2no)=1 oder &@t—1 


ist, findet man die Perioden durch Auflösung der Gleichung 

e@— T=0, 
und zwar ist jede Wurzel = & eine Periode, denn wenn e®=1 ist, 
besteht die Gleichung 


«+9 =-fF@)f&) = Fi). 
Hat die Exponentialfuncetion die Perioden 2no, dann besitzen die 
Fuhctionen 


ar En 1 
cs — (er! + e 7“) und ine —= ra. — e-*®i) 


offenbar die Perioden a d.h. es bestehen die Gleichungen 


ZN 2n 
cos (0 + °*@ = (087, sin (0 + °2® — Sn, 
und weil cos(0)=1, sin 0 = 0 ist, wird 
2no 2no 
cs —— —=1, sin— —=0 
[2 ® 
und wegen der Beziehungen 
20 i 
co — 6082 — sn — 1 
[2 ı 
cos? —- Tale si —1 


ist ferner 


\ 


sin—-—0, sin2» +1) = 


cos Hl, cos(2n + N) er 


doch ist über das Zeichen augenblicklich noch nicht zu entscheiden. 
Jedenfalls ist aber für jedes ganzzahlige n 


cos (x + n®.) = cos (x — n<-) = 
sin (2 tn =.) — sin (x n 2) —= (0 


und die halben Perioden n— sind diejenigen Werthe «&, welche — 


wenn f(&) für cos oder sin x gesetzt wird — die Gleichung 
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fe+e)— f(x — eo) = 0 
erfüllen. Aus den früheren Darstellungen für die Differenz von 


f&+y)-f&@—9) 5 


entnehmen wir umgekehrt, dafs die halben Perioden el: 


— sinx zum Verschwinden bringen. Es gilt daher 
sin — 0 008” = 1. 


Die halben Perioden m 2 sind somit als diejenigen x-Werthe er- 


kannt, für welche 2=cosx gleich + 1 oder — 1 wird. Hat man 
aber einen Werth x, = — gefunden, für den z= —1 ist, so muls 
© [07 . . .. O 
2 =7-+7- ein Werth sein, für weleken = +1 wird. 
Wir fragen zunächst, ob es Werthe z, — "!, ®,... 7 gibt 
ke} ? 2 D) ? 4 I ‘ Oo $) 


für die cosx den Werth — 1 erhält, und welches diese sind. 
Zur Beantwortung dieser Frage gehen wir auf die Differential- 
gleichung ein, welcher cos#—=z genügt. Sie lautet 
en 
und wir wissen, dafs 2&—=0, 2—= 1 zusammengehörige Werthe sind. 
Beachten wir, dafs 2 bei den von Null ab zunehmenden reellen 
Werthen der Variabeln x zunächst abnimmt, und das lälst ja die fol- 
gende Schreibweise der den ÜÖosinus definirenden Reihe unmittelbar 
erkennen: h 3 N f 
en a allen 
so werden wir aus der Differentialgleichung die Beziehung 
— d2 
de 
Va=-ad+2 
entnehmen und hier für die Wurzel in der Umgebung der Stelle Null 
das positive Zeichen festsetzen. 
Benützt man in der Gleichung 
de= —(1l— 2) "de 
die innerhalb des Bereiches |2| < 1 giltige Entwicklung: 
= ZU IRB. 2 185 
a. no 
so ist die Function x, welche der obigen Differentialgleichung genügt, 
offenbar durch das in dem Bereiche || < 1 giltige Element 
3 5 
= — («+ & at) + sonst 
definirt, und die Constante ist derart zu bestimmen, dals == (0) und 
2 —= 1 zusammengehörige Werthe sind. 


18* 
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Sie besitzt also den Werth 
IB 1.3...2n—1 1 


1 
ui re Da 2.4...2m eure 


und dieser ist endlich, denn die Glieder dieser Reihe sind kleiner als 
die entsprechenden der Reihe 


1 = N il 
a 2.4...2n 2n-t2?’ 
welche den endlichen Werth 2 hat, weil 


1.3: 


1 1 y? 1 
1-G9+ 2 rn 6 +...)=vi1-y 


auch für y = 1. convergent ist. 
Nun erhält man einen Werth x,, wenn man in dem Ausdrucke 
fürc 2=—1 setzt, und zwar folst 


Be alleh, ai Ne 


Wir bezeichnen diesen positiven reellen Werth mit x, dann wird 


cost —|1, sin m —=(, 
cos (nr, 7) =’00827 = 1, "sun2m =, 
cos2nd— 1], sin2nz =, 
cs2na +) x = —|1, sin 2» + 1)z = 0 
und wegen 
cos (+ =) = —1l = cos’ — sin? - 
1— cos? + sin? 
cs —(, sin —- = —1. 


Hier ist das positive Zeichen zu wählen, weil 

. Er a? a5 a2 Bu Dr 

sl ze 2 re a oh u a una 
offenbar so lange positiv bleibt, als & solche reelle Werthe annimmt, 


für die € < 6 ist, aber = kleiner ist als 2. Es bestehen deshalb die 
Beziehungen 


und 
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Die Functionen cos x und sin z besitzen demnach die Fundamen- 
talperiode 2x. Wenn wir zeigen können, dafs bereits alle Werthe 
angegeben sind, für welche cos£—= --1 ist und sin & verschwindet, 
so erscheint nachgewiesen, dafs diese Functionen nur die Perioden 


ano - R & & R 
mu besitzen und auch die Exponentialfunction nur einfach 


periodisch ist, indem alle Perioden positive oder negative ganzzahlige 
Vielfache von 2x7 = 20 sind. 

Wir überlegen zunächst, dals sin x für keine complexen Werthe 
&=5-+ in verschwinden kann, denn für diese Werthe mülste 

ei ei ( 
oder 
eri — er 21426 — e-2n(c0s 2&--isin28),—=1 
und 
Keen a DAN 

sein. Doch diese Gleichung erfordert, dafs 7 Null ist, denn es gibt 
nur diesen einen reellen Werth der verlangten Art. Die Nullstellen 
von sin « sind demnach alle reell und an diesen wird csz=-+ 1. 
Darum sehen wir nach, ob wir alle Stellen gefunden haben, wo cos 
diese Werthe annimmt. 


Der gefundene Werth x war kleiner als 4, und S ist darum, weil 


u en 


& „Ev 
an -D1 are) a 


v0 


gewils positiv bleibt, solange das reelle «<y2 ist, grölser als Y2, 


7 
denn es war cos — = (). 


2 
Gäbe es nun innerhalb der Grenzen 2/2 und 4 noch einen Werth 
x, für den cosz = — 1 wäre, so mülste wieder 
cos - —(, sin —|1 


und 
sin (z’ — a) = 0 
sein. Doch x’ — z ist kleiner als 4 — 2Y2< 2, und der Sinus war 
solange positiv, als x°<6 war, daher gibt es innerhalb der genannten 
Grenzen keinen weiteren Werth, für den cosz = —1 ist. Nun über- 
zeugt uns die Gleichung 
cos (a + nr) = cs(e— nm) n=-+]1,2...) 

des Weiteren, dafs wir alle verlangten Stellen gefunden haben. 

Die Functionen cosinus und sinus sind also einfach periodisch und 
ebenso die Exponentialfunction. Dann aber gehen alle Werthe x, für 


welche 
e=G 
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ist, aus einem ersten x, hervor, wenn man ganzzahlige Vielfache von 
20 =2xi beliebig addirt oder subtrahirt. Es ist 

ern Ft2nni — emettnni — &% (cos 2nı + sin2nz) = @ = a 
und man hat nur zu untersuchen, ob stets ein erster Werth x, existirt, 
für den 

er —=q 

wird, oder ob die Exponentialfunction (aufser Null) jeden Werth «a 
annehmen kann. 

Man setze 


a=e+iß, = 54 im 


er = = la] 


dann ist 


und diese Gleichung hat eine und nur eine Lösung &,. Es ist noch 
n, so zu bestimmen, dals 

Kar’ 

Ver + 


wird. Ist « von Null verschieden und complex, so wird |< 1 und 


e% = can, tisinn, = 


dann gibt es nur einen positiven reellen Werth n, zwischen O und z, 
für den 


& 

COos No —— Tal . 

In der That: gäbe es zwei Werthe n\ und n@, so mülste wegen der 
Relation 

DO AA 2) 
cos nd — cs 9 = — 2 men an ==() 
der Sinus einer von Null verschiedenen Grölse, die kleiner ist als =, 
verschwinden, was nicht angeht. Es gibt somit höchstens einen inner- 
DER 
- - L . . . . . Ie| 
ist; aber ein solcher Werth existirt gewils, weil der Cosinus der reellen 
Variabeln eine überall stetige Function ist. 
Für diesen Werth n, wird 


halb der genannten Grenzen liegenden Werth, für den cos n, = 


5 R 2 2 
sen =1—-cos’n, =1- ae FR 
und 
sin m 


wo das positive oder negative Zeichen zu wählen ist, je nachdem ß 
positiv oder negativ ist. Wenn ß positiv ist, genügt daher der Gleichung 
eno® a etiß 

Var + pi 
eine positive, und wenn ß negativ ist, eine negative reelle Grölse n,, 
deren absoluter Betrag kleiner ist als®=. Ist $=0, so setze man je 
nach einem positiven oder negativen & n gleich O0 oder x, und im 
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Falle « Null ist, entweder „= = oder =, je nachdem ß positiv 


oder negativ ist. 

Die Gleichung e® = a ist also stets durch einen endlichen Werth 
%, befriedigt, wenn a nicht Null ist, und darum kann man jede Zah- 
lengrößse «= «+ iß in der Form 


a—= er — tim — eh(cosn, + isin n,) 


darstellen und zwar auf unendlich viele Arten, doch weichen in den 
verschiedenen Darstellungen die Werthe n, nur um Vielfache von 2x 
von einander ab. Diejenige Darstellung einer nicht negativen reellen 
Grölse a, in welcher |n,| < x ist, heilst die Hauptdarstellung. Diese 
ändert sich stetig mit dem Werthe «, d. h. e® und 7, ändern sich 
stetig. Wenn aber a aus dem Bereiche der Stellen mit negativem 
imaginären Bestandtheil nach einer Stelle « des negativen Theiles 
der reellen Axe übergeht, so müssen die zugehörigen n,-Werthe mit 
der unteren Grenze — x nach x überspringen, sofern die Stellen der 
kleinsten Umgebung von a’, deren imaginärer Bestandtheil positiv ist, 
wieder die Hauptdarstellung finden sollen. Mit anderen Worten: in 
der Hauptdarstellung ist n, an den Stellen a der negativen Absecissen- 
axe unstetig. 


Man kann n, Offenbar auch aus der ne Sinn, = Van = Zi 
berechnen und n, in das Intervall von — - bis = einschlielsen und 


die positive Grenze zu ihren Werthen zählen, oder man kann n, aus 
einer Gleichung s 
sin (£+7,) = Zen 
berechnen, wo & beliebig gewählt ist, und festsetzen, dals Oo<n, <2x 
werde usw. Darnach wird blos die Art der Hauptdarstellung einer 
ersten Lösung der Gleichung e® = a geändert. — 
Man kann jetzt auch jede Gleichung 
sinz=a oder csy=4a 
auflösen, indem man zuerst die Anfangswerthe aus den Gleichungen 
ee = ia+yl- a: 
oder 
EN — Va 
entnimmt. Sind die Hauptlösungen x und x respective y) und y, 
so sind alle übrigen Lösungen 
xD Eenz und —a® -Q@m-+1)z 
oder 
y® +2nxz und —yW) +2mz, 
denn es ist 
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ee) 1, AM ll 
und 
+ LEHl)m, yo +yM — Ak, 
wo k irgend eine ganze Zahl bezeichnet. 
Die inversen Functionen der eindeutigen analytischen Functionen 
e—y, sne=y, cst—=y 
& = y(y) sind unendlich vieldeutige analytische Functionen, denn zu 
einem Werthe der jetzt unabhängigen Variabeln y gehören unendlich 
viele Werthe von x, die allerdings nur um Vielfache einer constanten 
Grölse 2x; von einander verschieden sind. Sie genügen beziehungs- 
weise den De 
Ey, E49, = -VI=R, 
und zwar sind der Reihe nach 
== 0 yet 
zusammengehörige Werthepaare, und in der Umgebung der Stelle y= 0 
sind die Wurzeln positiv zu nehmen, weil y bei den von Null an zu- 
nehmenden x-Werthen zunächst wächst respective abnimmt, 
Die Stellen 
ER 2 Be a 
werden für die neuen Functionen singuläre Stellen sein, denn in deren 
Umgebung läfst sich x gewils nicht als Potenzreihe von y darstellen. 
Die Umkehrungsfunction von cos x hat — wie wir sahen — in 
der Umgebung der Stelle y= 0 die Entwicklung: 
2n+i1 
= py)-5— „+ I ir N | 
| 
Für die Umkehrungsfunetion des Sinus folgt mit Rücksicht auf die 
andere Anfangsbedingung: 


11.3...@n—1) yrrt+ı 
= vv) =Yy+ m. 2 In 


und deshalb stehen die Functionen @(y) und Y(y) in dem Convergenz- 
bereiche der definirenden Elemente und somit in ihrem gemeinsamen 
Stetigkeitsbereiche in der Beziehung 


Iy)HrW)—--; 


die entsprechenden Relationen zwischen dem Sinus und Cosinus lauten 
dann 


D 14 
coSXx = ıın & == x) 


. 7T 
sınz = cos (= u x)- Ti 
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Es soll auch das in der Umgebung der Stelle y=1 giltige Element 
der Umkehrungsfunction von e® = y angegeben werden. 
Weil die Ableitungen 
a, Ar AB RR d’ x ee ‚Pe! 
N! day? Y dy’ y’ 
an der Stelle (y=1, x=0) die Werthe 
2 3 ee 13.122208) 
annehmen, wird 


=) De yH@- Sr Dep em. 


vl | 


Unter den rationalen Funetionen der Exponentialfunction e* mit 
mi 
. . . PFELZ . . 
den Perioden 2nri oder der Function e” mit der Fundamentalperiode 
2® führen wir zunächst noch die folgende an: 
ne sin & 
De rreosn? 


Y —— 
die den Namen Tangente von & führt. 


Man kann diese Function tgx in der durch die Beziehung  |2|<3 
definirten Umgebung der Stelle x = 0 in eine Potenzreihe 


ke 


P(x) = Da; 2” 


JUN) 
entwickeln, weil cos x erst für & = Z und 2 verschwindet. Durch 


die Methode der unbestimmten Coefficienten findet man aus der Glei- 
chung ee 


=) Zu+l 
> Gut” © 
=(0 
= Ad 
x (= De 2 v=0 ; 
@w)! 
w=0 


dafs alle Coeffieienten a” mit geradem Index v verschwinden und die 
mit ungeradem Index der Recursionsformel genügen: 


Fan Ag — Agn— n— & 
Art = at! - - + A lea ie : ne 


welche nach der Substitution 


in die folgende übergeht: 
9 , 
Can (2 ) Cn-ıTt (? 5 r) Ga s—'+(-1)° (Fa ) c 
= (— 12 r 


Weil a, und c, gleich Eins ist, wird ,=2, «= 16 usw. 
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Jede Fortsetzung des primitiven Elementes besitzt ein oder zwei 
auf einander folgende Nullstellen von ‘cos x als singuläre Stellen. 
Weil an der einfachen Nullstelle (> -- n)z von cosx sin® nicht 
verschwindet, hat tg x daselbst eine Darstellung in der Form 
2n+1 er 2nti 
(.- 52) ee 2) 


d.h. die Nullstellen von cos & sind für die Function tg x aulserwesent- 
lich singuläre Stellen der ersten Ordnung. 


Das Additionstheorem nimmt die in den folgenden Formeln ent- 
haltene Gestalt an: 


metN —_ tea +y) — es 


cos(® +Y) 
tg 2 — tg 
tg (x — y) er ee es 


Bet) tag) - rt. 


| 


Doch weil 
dtgx _ cos®c-+ ein? 1 Boa U Lea 
ERBE co? ale 
ist, gilt die Beziehung: 
ot dtgx 
SIT 


ga ty) —-gw@-y)= 1 <tgtatgiy' 
Für die halben Perioden « ist wiederum 
g(@+e) tee) = 0, 
daher sind @ diejenigen Werthe von y, für welche tg y verschwindet, 
also wird & gleich 2nz. 


Ähnliche Betrachtungen gelten für den Quotienten 


cos X 1 


sina uS.2" 
der als die Oolangente von & bezeichnet wird. Diese neue Function 
y= cotg x genügt der Differentialgleichung 
dy > ji 
Ba (1 u sin? 


y= 0 sind zusammengehörige Werthe. 


IT 
unde=-, “ 


Das Reciproke des Cosinus und Sinus heifst die Secante und Co- 
secante: 


1 1 
— = Sec, — — = COSeEC K. 
cos X sın £ 


Diese Functionen stehen mit der Tangente und Cotangente in der ein- 
fachen Beziehung 


1 : 
ae: Be ne ee 
cos? 1 —- tg % ec”%; SB, 1 25 cotg % cosec? x 
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und genügen den Differentialgleichungeu 


z d 
Ey -1 Ze -yVP—-1 
und zwar sind = positiv gewählten Wurzeln <&=0, y= 1 respective 
%= , y= 1 zusammengehörige Werthe, 


$ 47. Logarithmus. 


Wir wenden uns zur Lösung einer zweiten Functionalgleichung: 
fa+fW=rw@y). 
Die zu suchende analytische Function muls, wenn sie überhaupt ex- 
istirt, in der Umgebung einer Stelle x, durch eine convergente Po- 
tenzreihe 


[es] 


fa) = I @@— a) 


v=V0 
darstellbar sein; doch weil in deren Convergenzbereiche 
fa +@ 2) — Fl (+) = Fo) + N + 2) 
gilt, und 
7) = 2 ZEHN) 2 
r( u a) +f&) = ut a0(® u) -- u ) er 


= e Au x 2 
ist, so folgt, wenn wir an Stelle a,2” c, und für —— 2 x schreiben 
I ’ 0 569 2 


auch eine Entwicklung 
fU+)+r@W) = ot tat... 
Da zufolge der Fundamentalgleichung die Beziehung 
f@) +rl) = flo) 
besteht und daher f(l)=0 sein muls, ergibt sich aus der letzten Ent- 
wicklung für den Werth 2=0 f(&,) = ,, und man erhält die Dar- 
stellungen: 
fıl-+e) _ Door und f(@) = Dice — 1). 
s=il v=ı 


Schreibt man die Functionalgleichung in der Form: 


fAtzst+W=-flUta+(ltc) 
so muls endlich 
Data +9 = Zar + 2el4,) 
el DR! Fe 
sein, und wenn wir hier die gleichnamigen Glieder gleich setzen, er- 
hält man die Werthe der noch unbestimmten Üoefficienten e,. 


Zunächst sind die von % freien Terme beiderseits gleich und der 
Coefficient von y” ist links 
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En @ N +02 (”} v+2 >) Et ne Denu(”+R) zgie 


Fi) 


und rechts: 


v v(w-+1), 22 @+1)w+2) 
a ee er): 


Diese Entwicklung wird leicht aus derjenigen für 


Schlufs von v auf (v + 1) bewiesen. 
Da 


rer Eher Ca) 
) Hasen pt 2 w 


durch den 


1 
1+% 


ist, kann man diesen Ausdruck als den u! Binomialcoefficienten 


der (— v)!e" Potenz einführen und mit en bezeichnen. Dann ist 


C, = —Vv 
2 eu, ( )ar. 
(1+2)” 2 % 
Der Vergleich der gefundenen Coefficienten von %y” führt auf die Re- 


latıon 
= 
+") = c( u ) 


a en Ba) 
oe o What 2 


aus der die Bern folgt: 


oder 


Cytu 


ru = (— 1)% En = 1,2,...®). 
Es ist daher fürv —=1 
ein 
ECu+ = 6 ER? 
und wenn man hierin für u v— 1 oder u+v— 1 setzt, ergeben 
sich die Formeln: 
h (& pr r jr hei 


4 — C v ’ Cru ——= a v-+tu ? 


welche die voranstehende Gleichung identisch erfüllen. 
Ersetzt man noch e, durch m, so erhält die Potenzreihe für f(x) 


in der Umgebung der Stelle «= 0 die Gestalt 
1 dä — 1)3 
fa) = + lan - 5 + 85... 
und in der Umgebung der Stelle x, besteht die Darstellung: 


fi) = fa) + al +.) = fi) + == iz ee 


%o 
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Der Convergenzbereich dieser Reihen kann die Stelle 20 nicht ent- 
halten, denn es wird 


= fa)— (+35 +3 +) 
und hier ist die eingeklammerte Reihe en und f(z,) ist endlich, 
weil x, eine Stelle des Stetigkeitsbereiches der Function ist. Die 
Stelle »—=0 liegt aber auf der Grenze des Convergenzbereiches, weil 
die Reihen für die durch die Bedingungen 
|e—1|<1 respective |e — |< |x,| 

definirten Stellen endlich sind, indem ja der absolute Betrag jedes ein- 
zelnen Gliedes für diejenigen Stellen, wo | —1|=1 oder | —«,| 
—= |x,|, endlich bleibt. 

Wir behaupten, dafs die zweite Reihe eine Fortsetzung der ersten 
ist. In der That nehmen wir in dem Bereiche |e—1|<1 eine Stelle 
x, an und bilden aus der Reihe B®(z|1) das Element 


B@]1,2) = Br DB DEZE PETE... 


indem wir die Ableitungen aufsuchen: 


2 ıS a 1 1 1 
Pell) — DI Mr@ı% Ze mrGen e 


u=0 


NUICHEE- > HR DEI — 


Pre) = ıSım Eee 2 user) ke eh 
De) 
re) 


b) 
ca” 


so hat dasselbe die Form: 


Beil,e) = 1a) HT Di ie en): 


% 


und besitzt den Üonvergenzradius il. Ist x, eine Stelle in dem 
Convergenzkreise der neuen Reihe, so folgt ebenso: 


ı Dem (2 \® 
Biel 2 1) = : ( %g ) 
und so fortfahrend, gelangt man offenbar zu der Reihe 
et (a \* 
Plz|1l, 2,85...) = Fo) t Pl ( & )" 


die früher mit Hilfe des en loteine ee werden konnte, 
Wir sehen somit, dals es eine analytische Function /(&) mit einer 
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willkürlichen Constanten ce gibt, die unserer Functionalgleichung ge- 
nügt. Sie besitzt im Endlichen nur die einzige singuläre Stelle 20, 
wie der Convergenzbereich jeder Fortsetzung des primitivea Elementes 
ersehen lälst. 

Um die Beschaffenheit der Function f(x) an der Stelle Null zu 
untersuchen, kann man die Reihe ®(z|1) fortsetzen und nachsehen, 
ob jede Fortsetzung 

Ball, 2, %,...%,1) 
mit der ersten Reihe identisch ist. Man wähle hierzu continuirliche 
Wege, welche die singuläre Stelle nicht umgeben, und andere, welche 
sie umgeben. Gelangt man auf solche Weise zu verschiedenen Wer- 
then, so ist die durch das primitive Element definirte monogene ana- 
lytische Function vieldeutig. Diese Art der Untersuchung lielse aber 
an Umständlichkeit nichts zu wünschen übrig. 

Erinnern wir uns, dafs die eindeutige Function an einer singu- 
lären Stelle ce nicht die Bedingung 

(ef) — 


erfüllen konnte, läfst sich aber beweisen, dafs hier 
(zf(@)) = 
u) 


wird, so mu[s die neue Function vieldeutig sein. 
Setzt man der Einfachheit halber die willkürliche Constante c=1, 
und bemerkt, dals der reelle Theil von 


ya) = fa) — Ir —. 


u=i 
bei abnehmenden Werthen |x| wächst, so werden den abnehmenden 
positiven reellen Gröfsen 


’ 


FE REEL, 
wachsende Functionalwerthe zugehören: 
Pr) <PER)<<pln). 
Schliefst man r’ in beliebig kleine Grenzen 5 und = ein und 
stellt die Ungleichung auf: 


ni) >= -nf(Z )= rt), 


wonach 


1 1 USER N 4 ; N a 
ge ee) = 9n RENT 1+(7)+6)+: +64) 


ıst und die Grölsen 
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mit wachsendem »% beliebig klein werden, so folgt: 
, ’ v 1 1 1 
ea 


Die Function f(x) ist nach diesem Satze wirklich vieldeutig, und 
nun könnte man fragen, ob f(x) in der Umgebung der Stelle Null ein 
Verhalten besitzt wie die algebraische Function in der Umgebung ihrer 


Verzweigungsstellen. Da aber die Function = x der Differential- ' 


gleichung Er —= x genügte und aus der Differentialgleichung 
a WE 
ds RS 


bei der Zuordnung 2—=(0 y==1 das Element 


7 1“ 
Vera 


gefunden war, so erkennen wir in der der Functionalgleichung 


fe) +fW) = fey) 
genügenden analytischen Function f(x) gerade die Umkehrungsfunction 
der Exponentialfunction e’=x, und diese ist unendlich vieldeutig, 
da zu einem Werthe » unendlich viele Werthe cy gehörten. 
Die neue Funetion f(x) heifst der Logarithmus von x und wird, 
im Falle die Constante e=1 ist, mit log x bezeichnet. Dann wird 


f(®) = — log &, 


und hier kann man ce so wählen, dals f(x) an einer bestimmten Stelle 
x, einen beliebig festgesetzten Werth annimmt. Ist f(z,) = 1, so 
heifst f(x) der Logarithmus von # in Bezug auf die Basis z,, und 
zwar wird dieser künstliche Logarithmus durch die Logarithmen für 
die Basis e (wo c=1 ist), welche natürliche heilsen, in folgender 
Weise darzustellen sein: 


log x 
a 


In der Analysis wird durchwegs der natürliche Logarithmus verwendet. 

Da jede von Null verschiedene, nicht reelle negative Zahlengrölse 
a=«@--iß auf eine einzige Art in der Form 

a—= en — eHtim — e&(cosn, + % sin 7) 
dargestellt werden konnte, wo 
e&— ul 
ist und die reelle Grölse n, einen absoluten Betrag kleiner als x besitzt, 
so wird der Werth des natürlichen Logarithmus von « 
loga—= & + im = log|al + im 

und alle anderen Werthe gehen durch Addition ganzzahliger Vielfacher 
der Grölse 2x: hervor. 
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Man bezeichnet den erstgenannten Werth des natürlichen Loga- 
rithmus als Hauptwerth Log «a oder lognata. 
Als Hauptwerth negativ reeller Zahlengröfsen a wird die Gröfse 


A 
definirt.*) — 
In der Umgebung einer endlichen Stelle « existiren die unendlich 


vielen Elemente N 
log x = Log a + 2nzi Da 
\ wi ’ 
Die Fortsetzungen eines Elementes, welche nicht mit denen eines 
zweiten übereinstimmen, constituiren einen Zweig des Logarithmus, 
und der Inbegriff der Hauptwerthe, der aus demjenigen Elemente her- 
vorgeht, in welchem n—=0 ist, heilst der Hauptzweig der Function. 

Der Logarithmus hat die beiden singulären Stellen O und oo und 
ist in dem durch diese Stellen begrenzten Continuum durchwegs end- 
lich und stetig, der einzelne Zweig aber ist längs der von O bis —oo 
sich erstreckenden negativ reellen Axe unstetig, indem n, zufolge 
der früheren Festsetzungen bei Überschreiten dieser Axe aus dem 
Gebiete von Gröfsen mit negativ reellem und imaginärem Bestandtheil 
um 2 wächst. Setzt man aber den Logarithmus mit Hilfe der Po- 
tenzreihen fort, so kommt man bei dem Überschreiten des negativen 
Theiles der Abscissenaxe in das Gebiet eines nächsten Zweiges etwa 
aus dem des nen in das Gebiet des (n — 1)! Zweiges. 

Da der Übergang von einem Zweige in einen anderen auf geschlos- 
senem Wege nur möglich ist, wenn der von dem Wege begrenzte 
Bereich eine singuläre Stelle enthält, so kann die Fortsetzung des 
Logarithmus von einer Stelle « aus zu keinem anderen Werthe in a 
führen, sofern der bei der Fortsetzung eingehaltene geschlossene Weg 
die Stelle «= (0 oder, was auf dasselbe hinauskommt, die Stelle oo 
nicht umschliefst, selbst wenn man dabei aus dem Gebiete eines Zweiges 
in das eines anderen und dann wieder in das des ersten gelangen sollte. 
Ein geschlossener Weg um die Stelle Null, der aber die negative Ab- 
scissenaxe mmal im Sinne der wachsenden und nmal im Sinne der 
abnehmenden Grölsen n, überschreitet, führt zu dem um 


2(m —n)ri 
vermehrten ursprünglichen Functionalwerthe, der dem (m — n)!®® Zweige 
angehört, wenn der Hauptzweig der nullte heilst. 


*) Es ist besonders der Hauptwerth von 
logi=0, lg(—-1N)=irz, loge=1, loge'=n, 


5 l. & I:# 
logi= im, lg -9= — im, log e 
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Es ist noch interessant, die Beziehung der in dem einzelnen 
Zweige befindlichen Werthe des Logarithmus zu den Variabelnwerthen 
aufzusuchen, wie sie bei der geometrischen Betrachtung sich präsentirt. 

Wenn man in y=logx x alle möglichen Werthe beilegt, so 
werden die zugehörigen y-Werthe eines Zweiges nur einen Parallel- 
streifen in der y-Ebene ausfüllen, und zwar ‚entsprechen den unend- 
lich vielen Werthen des Logarithmus an einer Stelle x unendlich viele 
Punkte y, die in den unendlich vielen Parallelstreifen homolog liegen. 

Binem Kreise |z2| = r entspricht in dem einzelnen Streifen 'eine 
Folge von Punkten gleichen reellen Bestandtheiles usw. 


$ 48. Die allgemeine Potenz. 


Den bisher behandelten Functionalgleichungen 


fo) W=-fFfe@+Yv, Ffe)+ FW) = fley) 


in der Form sehr nahe verwandte sind die folgenden 
fa) ff) =fay), fa)+tW=T@-+y). 

Wir wissen bereits, dals es analytische Functionen mit einer der 
hier ausgesprochenen Eigenschaften gibt, denn die ganzzahlige Potenz 
a” genügte nicht allein der Rechnungsregel 

am ‚ar — rt: 
sondern es war andererseits 

WER, = any; 
und ferner ist f= ax eine analytische Function, welche der zweiten 
Functionalgleichung genügt, denn es ist 

act ay=alc-+y). 

Suchen wir zunächst die allgemeinste Function, welche der zweiten 
Gleichung entspringt, so haben wir anzusetzen, dafs einmal 


o& 


fa) = Date — m) 


N) 


ist. Doch weil f(0) = 0 sein mufs, existirt auch eine Entwicklung: 


& 


f)- Der; 


el 


und nun gibt die Substitution in die Functionalgleichung die Identität: 


[0] [0 >} 


Dee Ar Rz Dar + Dar. 


| WIN A! 


Da die hier nothwendigen Beziehungen 


ler) em 


Biermann, Functionentheorie. 19 
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lehren, dafs nur c, von Null verschieden sein kann, haben wir bereits 
die allgemeinste Function der verlangten Art in f(x) =ax angegeben. 


Für die der ersten Functionalgleichung genügende Function er- 
geben sich zunächst die folgenden ee 


for) FW FO) 


1 Ba 
n - er en NN\ — f re 
vor—te. artetee-ee 
wo n ganzzahlig ist. 
Setzt man 
fi) = Dau(e — 2) 
v=o0 

und bildet 


f(@) = To + (@ - 2) = Flo fı +) 
= 0) Da (®)), 


so wird für 2=%, qa,=]1, und wenn man wie früher a,2%—=c, und 


un) 


A h 
für - 2 x setzt, wird 


fı+)=1 + Do” und (2) = HT — 1). 
Weil endlich % Bi 


fl+z+9=fl+a).f(i+ 
ist, besteht die Beziehung: 


1+ 2,6@ +y = (' + Der) (i +De I 


und hierin ist der Üoefficient von y” linkerseits 


< v-+u 
tu ( u ) ur, 


. . 122 7 0 
rechterseits hingegen 


ee. a) +: 
(Se tetner-) 
oder bis auf den Factor c, 

1+l -Y)z+la a2 + TE ar [2° 

Hl? Ze au — + (— 1)R® .. ren aber 


Darnach wird 
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+1 & vi 2) = (eı = n) 
Cy+2 \e ar i) — G 6, w + a 


122 Re 
Schreibt man wieder anstatt c, c, so geben diese Beziehungen für 
v = 1 der Reihe nach die Formeln: 


le #9) EN a en et. Aurel. tet 


N e(e —1) c(c—1 —% 
oe 
et SCENE FI MET): ä 

M Ber 


Diese Ausdrücke, welche wieder aus c so zusammengesetzt sind wie 
die Binomialcoefficienten, auf dals wir 


en 


setzen können, erfüllen die früheren Gleichungen mit einem beliebigen 
Werthe » identisch, d. h. die Coeffieienten sind bereits allen Forde- 
rungen gemäls bestimmt. — 

Das verlangte Functionenelement lautet nunmehr: 


a) -1+D>(5)@- 1 


vi 


IERESIOR 


=) 


und es ist auch: 


und in der Umgebung einer Stelle «, besitzt f(x) die Darstellung 


fa) = fa) > 5 )C) 


0 


6) für 1 gesetzt ist. 


Weil f(1-+x) für ganze positive und negative und auch für ge- 
brochene Zahlengröfsen ce gerade mit (1+x)° übereinstimmt, bezeich- 
net man die hier definirte Function allgemein mit 

+0) =(1-+2° und fi) = x 
und nennt sie die allgemeine Potenz. In diesem Zeichen lautet die 
Functionalgleichung 


wo nun ( 


ey = lEy)°.: 
Zur näheren Untersuchung der allgemeinen Potenz bringen wir die- 
selbe mit dem Logarithmus in nahe Verbindung. 
Indem man die Gleichung 


I).fW) = Fle-y) 
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logarithmirt, d.h, 
log (fa). FW) = logfl@) + log f(y) = log f(@y) 


bildet, — was functionentheoretisch keiner Erläuterung mehr bedarf, 
da man in einer convergenten Potenzreihe die unabhängige Variable 
durch eine Potenzreihe in einer neuen Variabeln ersetzen darf, — so 
erscheint log f(x) als eine Function, welche der Fundamentaleigen- 
schaft des Logarithmus theilhaftig ist. Man kann deshalb 
log f(x) = p(#) = clogx 

und 

f(&) — e logx ' 
setzen, wo unter log x zunächst der Hauptwerth des Logarithmus von 
x zu verstehen ist. Die Function f(x) genügt der Differentialgleichung 

df(®) € 

ae ee | 
wobei = 1 und f(x) =1 zusammengehörige Werthe sind. Diese 
Differentialgleichung kann man durch die beiden nachstehenden er- 
setzen: 

dx dy 


me und ee) 


und dann hat man t=(0 x—=]1, y=1 zuzuordnen. 
Für ganzzahlige Werthe von c gilt 


1(&) — emlogz — (e!>8 m — ym 
d.h. f(x) wird eine ganze rationale und eindeutige Function. Gibt 
man log x irgend einen seiner Werthe 
| Logs x + 2nzi, 
so bleibt e”1°s= immer ungeändert, weil @mr=i— 1 ist. 


In dem allgemeinen Falle schreiben wir f(x) auch als eine Potenz 


ß f(&) —=ı, 
deren Ableitung 
ET 
a 


ist, und verstehen unter &° umgekehrt diejenige Function, welche in 
der Umgebung der Stelle x, die Darstellung zuläfst: 


2: gerear], 


Ordnet man diese Reihe nach Potenzen von (& — x,), so findet man 
wieder die frühere Potenzreihe 


a 
EL) 


[ 
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und diese wird gewils so lange convergiren, als 


|e — 2] < |®, 


° 


Die allgemeine Potenz hat demnach auch die singuläre Stelle 
x—=0. Ist c eine ganze negative Zahl — m, so wird x-” die aulser- 
wesentlich singuläre Stelle x —= 0 besitzen, aber sonst überall regu- 


. . . B ; .. Mm 
lären Verhaltens sein. Ist c eine rationale gebrochene Zahlengröfse ah 


die auf keine kleinere Benennung zu bringen ist, so wird 


a 2 jogx 
ID satte 
ndeutig, denn wenn man für log x der Reihe nach alle Werthe setzt, 
7 j0g natz 2 


so kann man neben dem Hauptwerthe der Potenz: e” — x” nur 


die weiteren (na— 1) verschiedenen Werthe: 
auffinden, indem 
ist. Der Functionalgleichung zufolge ist 


und darum ist x” auch als die durch die algebraische Gleichung 


yr — gm — () 
definirte algebraische Function y mıt der (n— 1)fachen Verzweigungs- 
stelle x = (0) aufzufassen. 
Haben in dieser Gleichung m und n den gemeinsamen Theiler % 
und ist n=vk, m= uk, so hat die algebraische Function wohl n 
Werthe, aber die =)" Potenz von x nur v Werthe, man darf daher 


— wie wir schon früher sahen — die n!® Wurzel aus der m! Potenz 
von & nicht ausnahmslos als gebrochene Potenz hinstellen. 


Wir geben hier gelegentlich die » Lösungen der Gleichung 
ye—] 
oder die na Wurzeln aus der Binheit an. Sie lauten offenbar 
Iri Ari 2(n—1)zi 
Paar ie al ee a 
oder 


2km Nr? 

cos Lan el, 122,2... —1) 
2nmi 

und sie sind als Potenzen einer einzigen e.=e "” darzustellen, wo 


* und » relativ prim sind, indem 
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2 n-1l AO 
Ey, Ey». . © $) el 


verschieden ausfallen und die nm Potenzen dieser Gröfsen offenbar 
den Werth Eins annehmen. Wäre nämlich 


ar u En, 
. . . .. v $ 
und hierin v, und »v, + v, kleiner als n, so mülste & = 1 sein, und 


das ist nach den über x und v, gemachten Festsetzungen unmöglich. 
Man nennt eine solche Wurzel &, eine primitiwe n' Einheitswurzel. 

Ist endlich in der Potenz «° c eine irrationale oder complexe Zah- 
lengrölse, so wird die Potenz unendlich vieldeutig, denn den zwei zu 
einem Werthe von x gehörigen Werthen des Logarithmus von «: 

leg x +2mri und logx + 2nzi. 
entsprechen verschiedene Werthe 
eellos zot 2mren erlogz F2nnı), 
indem in 
ee (mn) ti 

c(m—n) keine reelle ganze Zahl sein kann. 

Ist c eine beliebige Grölse, deren absoluter Betrag grölser wird 
als irgend eine vorgegebene Gröfse, und bildet man 


A _._ 1 ey“ 
(14°) „res ( 14°) en a (2) 


© (__4y 
a 
u wi 
— £ 42 c J 


so ist in dem Giltigkeitsbereiche dieser Identität der um. Betrag 


der Summe 
Sr (2) 
a ENG 


W=2 
für unendlich grolse c kleiner als jede beliebig kleine vorgegebene 
Grölse und daher kann man setzen: 


Wenn wir bei jedem Werthe von m 
emloga — (eleaa m — qm 
setzen können, wollen wir auch die Exponentialfunetion e°= auf die 


ä ö ; 
Form einer Potenz a* bringen. Indem wir c= log a setzen, wird 
log a 


und die diese Function definirende Reihe lautet: 


m 2 dl Inst 
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und die Ableitung ist: 


2 —' log a.a® — ce’*, 
Für den Logarithmus von a darf man jeden beliebigen Werth seiner 
Werthe wählen, daher wird die Exponentialfunetion a® erst bestimmt 


sein, wenn log «a festgesetzt ist. 


Werfen wir noch einen Blick auf die Umkehrungsfunctionen der 
Functionen y= sinz, cosz, tgx, cotgx, die als rationale Functionen 
der Exponentialfunction eingeführt waren, so ist klar, dafs jene als 
Logarithmen algebraischer Functionen von % erscheinen müssen. 

Es war z.B. 

u ji 3 erit 

Me 

und weil nun 
| eriz = 1-+iy 


1— ıy 
ist, wird 
OA RE 1—ıy 
re „ lo 1—iy er). 
Bemerkt man, dafs neben 
Se lizs 
og + NT 
Al : 


die Darstellungen 


lg(1-2)= und log(1F?) — >. 
il 


UV 


gelten, so folgt für die Umkehrungsfunction der Tangente von x in 
der Umgebung der Stelle y= 0 die Darstellung: 
BETEN EN REES Eres e bl Aee A 
Ve ars won 
Die durch dieses Element definirte Function, die Arcustangente 
von % heilst, ist unendlich vieldeutig und zwar gehen alle Werthe aus 
einem ersten hervor, indem man diesen um ganze Vielfache von # 
vermehrt. Da arctg y der Differentialgleichung genügt 
dx 1 
Ba ee 
wobei y=(0 und £=0 zugeordnete Werthe sind, wird diese Func- 
tion überall regulären Verhaltens sein aufser an den Unendlichkeits- 
stellen von (L+ y’)!, d.h. an den Stellen y= --i. Dasselbe Re- 
sultat ergibt sich aus der Bemerkung, dafs 


1—iy 
an denjenigen Stellen nicht regulär ist, für welche das Argument des 
Logarithmus verschwindet oder unendlich ist. 


arctg y — log ( 
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Für aretg y muls sich deshalb in der Umgebung der Stelle y= 
eine Entwicklung angeben lassen, die nur positive ganze Potenzen von 


1 ° EUR 
(- ) enthält. Das ist wirklich der Fall, denn wenn man 
Y 


Ü Ü 
Be] 1+ 
ku q " ie 
arte y—= —ilog | - y a ee m + 3. log s 
a 1 a 
Yy ” Y 


? . _. r ® 
setzt, wo , der dem (— 1)!" Zweige angehörige Werth von „log (—1) 


Bi 
2 
£ R : No | ir fit: 

ist, so führt die Anwendung der früheren Formel für log(, _—,) zu der 
Darstellung: 


m 1 1 A ) 
"ETO' za — van . Mr u air 
al eig Y 92 ( Y y 3 = y> 5 
Zieht man nun die Umkehrungsfunction von 
gi 
.® 1 
yzolgi = tar N 
. Bra 1 


die Arcuscotangente von y, in Betracht, so findet man mit Hilfe der 
sleichung 


RR sy 

iy-+1 
e 1 fiy—1 m Ü 1—iy 
BEOCONg Y ir Io u a log Gr): 


wo -- den Hauptwerth von n log (—1) bezeichnet. Jetzt folgt die 


Beziehung 
% 
arctg y + are cotg y = —, 


2 
deren entsprechende für die Umkehrungsfunetionen des Sinus und Co- 
sinus schon oben abgeleitet wurde. 
Wegen dieser Relationen, denen die Gleichungen 


x r q N I 
sin = cos (* — 2), ct = sin (% — x) 


" TE 
wie = cotg ( > x), ctg x — te (@ — x) 


zugehören, haben wir nur nöthig die Umkehrungsfunction je einer der 
Functionen sin und cos oder tg und cotg zu untersuchen, die unter dem 
Namen der inigonometrischen Functionen zusammengefalst werden. 

Für die Function aretg y sind die Stellen y= ti, —i Verzwei- 
gungsstellen, und in dem durch diese Ausnahnmsstellen begrenzten Con- 
tinuum ist die Funetion durchaus stetig, nur der einzelne Zweig. wird 
aulser diesen Stellen längs einer von +? nach —i führenden Linie, 
welche nicht zwei oder mehrere Continua vollsti indig begrenzt, unstetig 
sein, derart, dals der Functionalwerth des Zweiges bei Ü ber 
dieser Linie um die Grölse x wächst oder abnimmt. 
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Bei der hier genannten Linie, welche der von der Stelle Null 
nach — co führenden Unstetigkeitslinie des Zweiges des Logarithmus 
entspricht, haben wir einer grofsen Willkür Raum gelassen, da man 
— wie früher hervorgehoben wurde — auch die Unstetigkeitslinie des 
Logarithmus verschiedenartig wählen kann. 

Die Umkehrungsfunction von 


y- nz lee), 


für die wir schon ein Element aufgestellt haben, läfst sich wegen der 
Gleichung 
ei -2y—1l—=0 
durch die Formel 
x = arcsiny—= —ilog(iy+ Y1— Y) 
definiren. 

Da wir die. algebraische Function @y + Y1 — y? und den Loga- 
rithmus vollständig kennen gelernt haben, sind wir auch im Stande, 
die neue Function are sin y zu untersuchen. Wir stehen davon ab 
und verweisen auf eine ausführliche Darlegung ihrer Eigenschaften in 
Thomae’s Functionentheorie auf Seite 102 ff. 


$ 49. Der Cosinus und Sinus ganzzahliger Vielfacher 
des Argumentes, 


Wir wollen an die Untersuchung der allgemeinen Potenz die Ab- 
leitung einiger späterhin nothwendiger Ausdrücke für 


cosnz und sinnz 


anschlielsen. 
Da 
ei — cosnc +isinz = (ei = (cosx + isin a)" 
er — co nx — isn — (e7*)r — (cos x — isin X)" 
ist, wird 
1 AR Den 
CN — , ((cos 2 + i sin 2)" + (cos x — ? sin 2)”) 
A 1 ser ERF 
sinnz = „;((c0os © + i sin ©)" — (cos x — i sin @)*). 
q ö . . 7 .. COSNK 
Bezeichnet » irgend eine endliche Zahlengröfse, so kann man nn 


ah: = in dem durch die Bedingung |tg «| <1 definirten Bereiche 
co8r % 


um die Stelle x = 0 in eine Potenzreihe nach Potenzen von tg x ent- 
wickeln, denn daselbst wird man die in den Ausdrücken: 


COS NA. —= — cos" n((l +itga® +1 — ttg m”) 


sinn = S cos®xz((l +itg a)" — (l — itgx)”) 


298 Fünftes Capitel. 


auftretenden n'® Potenzen der Binome 1-+:tgx in der genannten 
Weise darstellen können. Weil tgx=1 ist, sobald 


sing = cos (5 — x) — 608% 
wird, so sieht man, dals « = +7 die der Stelle &=0 nächstlie- 


genden Stellen sind, für.die die in Rede stehende Darstellung zu ex- 
istiren aufhört. 


Setzt man voraus, dals n nur eine ganze Zahl sei, so werden 
cosnx und sinnx als rationale Functionen von cos& und sin ax aus- 
zudrücken sein, und zwar gilt: : 


COS NE = c0O"X — (2) cos"?x sin?c 4 (4) cos"—2x sin — - 
+ sin* & 
1 =E % “ „Jos x sin?! 


sın nt — (i) cos" ix — (3) cos” 3x sin?c + ($) cos” x sin’ — 


on H (; ir ı) cos z sin? iz 
<bsinaas 
je nachdem » =0,2,1,3 (mod 4) ist. 
Ersetzt man cos?x durch 1 — sin? x 
die Gestalt: 


‚ so erhalten diese Formeln 


cos na = cos 2vx = (1 — sin? 2) — (2) (1— sin? x)! sin?c + 
En (4) (1 — sin? @)P-2 sin! — + (1 sine 
co8nX = cos(2v+1)re = eosa| (1 sinzayr - (2)u- sin’z)1sin?c+ 
un (2) (1— sin?z)’ sin? — + (— Yr(, = 1) Sina | 
sin nz = sin 2yu — c0sX I) (1 — sin? x)-1sin — 
v7 (rear Se . - 
Ed 2 v2 3 BR: et N nie 
5)‘ sin?x)—2sin?x + +(—]1) & % 1) sin 2 
sunc=sin(2v+1l)z= (1) (1—sin?’z)r sin (3) sin?a)r- !sin’?c-+ 
+. + (— 1)’ sin®z. 


Entwickelt man die rechten Seiten nach steigenden Potenzen von sin x, 
ersetzt aber den Binomialcoefficienten 
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N — 2 
() durch ( 2 ): 
u 
u 
so kann man den Üoefficienten von (— 1)“ sin?“ x in dem Ausdrucke 


für cos 2vx auf die folgende Form bringen: 


nn—2)...(n— 2u+?2) I (2u—3)...3.1 At Sue n—1 


Para 4.120 2)%u More 
(2w ek .5 (m—1) (n— 3) (n— 1) (n— ae .nr—2u+1) 
a Ga 2.4 Te an 2.4.20 | 


und wenn man in der Klammergröfse für 24 —1) a und für (n—1) 
b schreibt, erscheint diese in der übersichtlichen Gestalt: 


on. en ae le era 2) 


2.4...2u 2 ano Dur, ea) 2.4 
a bb—2)...(b—2u+4) , b(6—2)...(b-2u+2) _ 
EEE 241..(@m= 2) sur 24.00 = 
_ (a+b)(a+b-2)...(a+b—2u+2) 


2.4...2u 


Die Anwendung dieser von Cauchy benützten Hilfsformel”), die man 
leicht bestätigen kann, führt auf die Darstellungen: 


IN 202 An? 2%) (mA) . 
cosna — cos2vr—1— Nsin?s+" "sin! en a sin a 
5 n?(n?—22). ee 2) E 
a 2 la un 
B 2 5 12) ler) j 
cosnx— cos (2v+1)e— cose | 1— " Isin 4" sin?x 
>> (n? — 12) N ; 
+(—-1? en - Sin“ = 
& e m. n(n?—2?) . n(n?— 2?) (m —4?) . 
sinnt = sin2vx —= cosa|? sinx nz BL Eins 
eye 22) (n? — 42)... (n? — (n—2)?) _. 
„+ (— 1)? Ga sın? L« 
1 m—1? 32). 
sinn® — sin (2v+1)e— "sing" I sin ng” ee I) ind 


ae 


ein und be- 


Setzt man an Stelle des Argumentes 
merkt, dafs 


*) Siehe Algebraische Analysis (deutsche Ausgabe von 0. Itzigsohn) 
Cap. 483. 
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cos 2v(= — x) = (— 1) cos2vx, 
214 ee 
cos (2 +1) E— x) = (1 sin (2v + De, 
sin 2v es — x) —= (— 1 sin2ve, 


sin (2v + 1) (2 ) = (— 1)” cos (2v + 1)® 


ist, so erhält man noch die Formeln: 


N 


(— 1)? eosna = (—1P cs2vx— 1— 2 ee a) 


cos! & — 


ERMTTA) METER % 


cd x + --- 


6! 
BZ 
(—1)? cosnz = (—1)’ cos(2v u 1)& 
2 
— sing 1", * 608? EEE a. 
Na 
(— 1)? sinnz= (—1j"Hsin2vx 
2 292 ee 
= sın JE cos a N pl = I os. | 
n—1 
(-1)? sinnz = (— 1 sin (2v + 1) 
22 aa ie} = 
— a in I 


Man sieht also, dafs cos2vx und sin (2v + 1)x als rationale 
Functionen von cos& oder sin x allein darzustellen sind. Das Um- 
gekehrte findet nicht statt, vielmehr ergibt sich cos x und sin x aus 
den Gleichungen als die Wurzel einer Gleichung rt“ Grades, die wir 
später angeben werden. 


Anhang, 


In diesem Oapitel sei nur noch einer wichtigen Reihe Erwähnung 
gethan, welche eine analytische Function definirt, die alle durch 
unsere Functionalgleichungen bestimmten transcendenten’ Functionen: 
die Exponentialfunction, den Logarithmus und die allgemeine Potenz 
umfalst. Be Reihe lautet: 

N en PH »_, tl) HD BRBHNBH2) 
No a ae va+n)” ar Er Enz: 


© 
ee 
v=V0 
wo die Constanten «, ß, y der Bedingung genügen müssen, dafs die 
Grölsen 


a, 


Yu Yre) 2 w3 


uB+(@+Bv +» 


(Del) 


G,41 
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nicht unter jede angebbare Gröfse herabsinken, denn andernfalls hätte 
die Potenzreihe keinen Convergenzbereich. 
Bezeichnet man die durch das angegebene Element definirte ana- 
lytische Function mit 
Wr 1 ß, Y) 2); 
so wird zunächst bei unendlich grofsem |Pß| 


Inn x 
e zu ß, “. 
denn der Üoefficient von 5 nämlich ($ (+ 1)... +v— 1”) 
wird Eins. Ferner ist 
log 1+z2)=xF(1,1,2, —x) 
log 1) = 22F(z, { Messe) 


1+2%= F(-a,ß,ß, —2) 
usw. Die Frage nach Functionen bestimmter Art, die in F(«,ß,y,x) 
enthalten sind, z. B. den algebraischen Functionen, und eine solche 
ist ja bereits bei geeignetem a in (1-+x)“ angeführt, stellt man pas- 
send dort, wo F(«, ß,y, x) durch eine übersichtliche Functionalglei- 
chung definirt ist, in die vielleicht auch die Ableitungen von y nach 
% eintreten. Man wird also zur Untersuchung der Function F'(«, P,y,x) 
besser daran thun, wenn man an der Hand des Elementes zunächst 
die Differentialgleichung aufsucht, welcher dieselbe genügt. 
Bildet man die Ableitungen: 


= af Fa+1,B+1,y+1,) = a} 


d? PP+N PP+TY m 
a lat an Fat, + 74) lat) Pr 


und allgemein: 

Bey ee) 
a) ee ‚Fern, B+n,y+n,2), 
so findet man leicht die von Gaufs Beziehung zwischen 
F,F, und F, bestätigt: 

yO+HDF-@+) (+ BD), — (+1) (Bell) F,—0 
und wegen dieser Identität besteht für y die Differentialgleichung: 


ayn er rl)zday ap 
le x(1—%) d« ” za? =. 


die nach der Substitution 49 — y, durch das canonische System zu 
ersetzen ist: 


d d 
= (1-8), zn =el- a), 


ad ee ie)y, — aßy, 
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dem man nun leicht die singulären Stellen für jede particuläre Inte- 
gralfunetion, die von der Zuordnung der Anfangswerthe von z, Y, %ı 
zuö=( abhängt, entnehmen kann. Man sieht, dafs y als Function 
von x überall regulären Verhaltens sein wird, ausgenommen an den 
Stellen ©—= 0, 1, co, wenngleich daselbst für besondere Integralfunc- 
tionen y% auch convergente Potenzreihen: 


1 \% l: 
RIES N — 1a R(r — ee) ee) 
aPBla), a-YeRe@—d, I) Piz 
existiren können, wobei die Grölsen &,, &,, «, nur specielle Werthe 
haben dürfen. *) 


*) Es ist hier nicht der Raum, diese wichtige Differentialgleichung zu unter- 
suchen, ich verweise deshalb den Leser auf die Originalabhandlungen von: 
Gaufs: Disquisitiones generales circa seriem infinitam. 
Riemann: Beiträge zur Theorie der durch die Gaufsische Reihe F(«,ß,Yy,&) 
darstellbaren Functionen (ges. Werke). 
Schwarz: Zur Theorie der hypergeometrischen Reihe (Journal für reine und 
angewandte Mathematik Bd. 75). 
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Darstellung der eindeutigen analytischen Funetionen einer 
Veränderlichen. 


S 50. Einleitung. 
Darstellung der ganzen transcendenten Function durch Producte. 
Darstellung jeder Function mit einer wesentlich singulären Stelle. 


Eine eindeutige analytische Function einer Veränderlichen mit 
blos aufserwesentlich singulären Stellen war stets als Quotient ganzer 
rationaler Functionen darstellbar; eine eindeutige Function, die im 
Endlichen überall regulären Verhaltens ist und die einzige (wesentlich) 
singuläre Stelle oo hat, konnte man durch eine beständig convergente 
Potenzreihe definiren usw. 

Darnach liegt die Frage nahe, ob man auch die arithmetische Ab- 
hängigkeit des Werthes einer eindeutigen Function von dem Werthe 
der Variabeln angeben kann, wenn für die Function singuläre Stellen 
in beliebiger Anzahl vorgelegt sind. 

Diese Frage ist für die neuere Functionentheorie charakteristisch, 
indem sie zwischen dem Euler’schen Functionenbegriff, der mit dem 
Begriff des arithmetischen Ausdruckes zusammenfällt, und dem von 
Cauchy auf die Stetigkeit gestützten Begriff einer Function vermit- 
telnd eintritt; sie definirt die analytische Function durch ein System in- 
einander fortsetzbarer Potenzreihen und lehrt hinterher, wie man den 
arıthmetischen Ausdruck einer solchen Function einheitlich bestimmt, 
wenn ihre Unstetigkeitsstellen gegeben sind. 

Die Grundlage für die Beantwortung der betreffs der eindeutigen 
Function einer Variabeln gestellten Aufgabe bietet die Darstellung der 
ganzen Funetion mit unenendlich vielen Nullstellen als Product von 
Factoren, die nur an einer Stelle verschwinden und die Darstellung 
einer Function mit unendlich vielen singulären Stellen, die eine Grenz- 
stelle ce haben, als Summe von Functionen, deren jede aufser an der 
hier auftretenden wesentlich singulären Stelle c nur an einer der ge- 
gebenen Stellen irregulären Verhaltens ist. — 
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Bevor wir aber die Bestimmung einer ganzen rationalen Function 
mit vorgeschriebenen Nullstellen @,, a, ... @, und einem bestimmten 
Werthe A an einer von den a, verschiedenen Stellen x, in der Form 

N 


(x — a,) 


Go 


n 
(%0 — @,) 
el 

auf den Fall einer ganzen transcendenten Function ausdehnen, für die 
unendlich viele Nullstellen vorgegeben sind, müssen wir einige Be- 
merkungen über unendliche Producte analytischer Funetionen f(x) 
vorausschicken. 

Angenommen, dals jede der Functionen f,(x) auf die Form ge- 


bracht sei: 
1 Sr 177 (2), 


so wissen wir, dafs 


Fa) = | I + 9.@) 


v—ıt 


nur dann an einer Stelle x, convergirt, wenn auch 


N Pr (ko) 


v=1 
endlich ist. Damit also das Product eine Bedeutung habe, ist noth- 
wendig, dafs die Functionen 9,(&) einen gemeinsamen Convergenz- 


bereich besitzen und I, 9,(x) wenigstens in einem Theile dieses Be- 
vl 

reiches convergirt. Wir sind aber nicht im Stande zu zeigen, dals 

das Product eine analytische Function darstellt, wenn wir nicht auch 


annehmen, dafs diese Summe >) p,(2) in einem Bereiche (A) gleich- 
vl 

mälsig convergirt. Dann aber convergirt das Product gleichmälsig, 

ist daselbst stetig und definirt eine analytische Function; d. h. man 

kann dann nach Annahme einer Grölse & eine solche ganze Zahl n 

finden, dals der absolute Betrag des Productes 


m+m' © 
Ur (2) und Il 


für jedes m’ und ein m > n und jede Stelle des Bereiches (A) von 

Eins um weniger abweicht als & anzeigt, und ferner wird F(x) in ge- 

wisser Nähe jeder in dem Bereiche (A) liegenden Stelle « der Bedingung 
FR) Fla)l<e 


genügen und endlich durch eine Potenzreihe darstellbar sein. 
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« a 
Obwohl die gleichmälsige Convergenz einer Reihe I, 9(@) noch 

v=1 
nicht die der unbedingten Convergenz nach sich zieht, womit nicht 
behauptet ist, dals wirklich gleichmälsig convergente Reihen existiren, 
die nicht auch unbedingt convergent sind, setzen wir bei dem Beweise 

voraus, dafs diese Reihe gleichmälsig und unbedingt convergire. 

Dann kann man ein n so angeben, dafs nicht allein für jedes 


m>Nn r 
Do) 


vzm 


wird. Bezeichnet man hierauf 


Ilu+,@=-1+% ma ] [a Hole) =1+ 8, 


vzm vzm 


(wo die |p,(x)| < 1 seien), so wird 


Tat») 


- lu+»@) < — 
irn 1-2 19,(@)| 


vzm 
und man sieht, dafs unser Product wirklich unbedingt und gleich- 
mälsig convergirt. Dasselbe definirt aber auch eine analytische Func- 
tion, denn wenn man 
1-+9,(x) durch OR 
— (9, (0).V,@) — eLog(1+9,()) 


<. 6, sondern auch I, \9,(2)| < 0 


vzm 


—-[11+8|<1+]),| <1I+%— 


ersetzt und beachtet, dafs keine der Functionen #d,(x) in dem Bereiche 
(A) einen gewissen angebbaren Betrag g überschreitet, so ist 


S P4(0) %,(®) =» |9»@) vs(@)| <> I9(@)|, 


und weil I, 9,(2) eine analytische Function darstellt, muls auch 


Deo (x) Yd,(x) und 


PRSIIIC, x) d,(«) ER + 9, (2)) 


eine analytische Function definiren und darstellen. 

Nach diesen Vorbemerkungen denken wir eine ganze transcendente 
Function gegeben, die unendlich viele Nullstellen besitzt (wie z. B. 
sin x oder cos €). 

Innerhalb eines endlichen Bereiches kann nur eine endliche An- 
zahl von Nullstellen liegen, — wobei wir eine Nullstelle als fach 


Biermann, Functionentheorie, 20 
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zählen, wenn die Function nebst ihren ersten an — 1 Ableitungen da- 
selbst verschwindet, — denn andernfalls gäbe es eine Grenzstelle, in 
deren Umgebungen unendlich viele Nullstellen enthalten wären und 
die ganze Function müfste identisch Null sein. 

Ebensowenig wird irgend eine eindeutige Function in einem end- 
lichen Bereiche, der keine wesentliche singuläre Stelle umfalst, an un- 
endlich vielen Stellen denselben Werth A annehmen. Damit leuchtet 
ein, dals man die Nullstellen einer ganzen Function G (x) 


RASSE UNE: 
stets den Bedingungen gemäls ordnen kann: 


lar+ı] > |a,|, lim |a,| — ©. 
EHER) 


Ist nun eine solche Reihe von Stellen gegeben, so fragen wir, ob 
es stets eine ganze transcendente Function gibt, welche an diesen 
Stellen verschwindet. 

Diese Frage wird man unbedingt bejahen müssen, aber es wird 
sich herausstellen, dafs die ganze transcendente nicht so wie die 
ganze rationale Function blos bis auf eine Constante, sondern bis 
auf eine im Endlichen nirgends verschwindende ganze Function be- 
stimmt ist. 

Wir wollen zunächst an einem Beispiel ersehen, um was es sich 
bei Construction- einer Function mit vorgegebenen Nullstellen über- 
haupt handelt und zwar an demjenigen, welches Herrn Weierstrafs 
den Schlüssel zur Lösung gegeben zu haben scheint. Die Reihe der 
Nullstellen sei 


a ae ee 


LIe + 2) 


ı—0 


dann kann das Product 


nicht convergent sein, weil Si - divergirt. Bildet man aber nach 
v=1l 


Gauss’ Vorgang das Product: 


| 116 +2)- vo, 2) 


‚ee 2&85 En (nt)? 
(n + 1)? N 

36 ey 

Ben, Er er 
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und stellt man den einzelnen Factor in der Umgebung der Stelle x = 0 
durch die Potenzreihe dar: 


Ga: Sf x Ve as (1 a N 


v* „2 


wo |X,| bei ae grolsen Werthen von v Ars klein zu 
machen ist, so wird 


im 7, J=] [+ 2) 44)”, 


und nach der Substitution: 


a (1+2) 


wird 
v—+l 


nr“ = x —eIoggr 
im wm, ©) -//C +&).e 
Dieses Product convergirt in einem endlichen Bereiche um die Stelle 
<= (0) unbedigt und gleichmälsig, denn die Summe 
vzm | ; 
kann kleiner gemacht werden als eine beliebig kleine Grölse d. 
Bringt man noch die Summe 


> Log Zar 


mit den ersten n» Gliedern der harmonischen Reihe in Vergleich und setzt 


N N 
1 ee 2 LIU STEH ) 
aD Log v rt v? \2 3 a MEN IE). 
vl, Ne! 
N 


-2 %, 


wo ö, eine positive Grölse kleiner als Eins ist, auf dafs 


[v >} 8 on 
5 i ! 1 
— lim „= > —- zugleich mit > on 
= v vv 
NZ vi 


vl 


V 


convergirt, so kann man auch bei unendlich grolsem n 


ee >. tm: 


a! 


und hierauf 


‚lim W(n, 2) = -[[c ee 


setzen. 
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Dieses Product ist beständig convergent und definirt eine ganze 
Function mit den vorgegebenen Nullstellen — v; sie heilst Factorielle 
von x und wird mit F'e(x) bezeichnet. 

Die Constante c besitzt den angenäherten Werth: 


0,57721 56649 01532 86060 ... 


und führt den Namen der Mascheroni’schen Constanten. 
An diesem Beispiele bemerken wir, dafs das Product ganzer trans- 
eendenter Functionen 


x v 
(en) 
deren jede nur eine im Endlichen gelegene Nullstelle und im Unend- 
lichen eine wesentlich singuläre Stelle besitzt, die verlangte ganze 
transcendente Function liefert, und damit ist man zu der Vermuthung 
geführt, dals die ganze Function mit unendlich vielen Nullstellen «a, 
der oben besagten Beschaffenheit als beständig convergentes unend- 
liches Product ganzer transcendenter Functionen darzustellen sei, die 
nur je eine der Nullstellen besitzen.*) Diese Functionen 


( ci =) 0» ® 
4, ? 


wo 9,(2) eine ganze Function bezeichnet, heifsen Primfunctionen, weil 
sie den Primfactoren der ganzen rationalen Function entsprechen. 


Bildet man eine Reihe von Primfunctionen: 
x 


x — 
E(@&,0)=1—2, E@&,1)=(1-2):®, E&,)=(1-a).ee °, 
a ee 
7) 


en een 
und stellt mit Hilfe der in dem Einheitskreise giltigen Entwicklung 


und 


gone 


E(&, m) für alle der Bedingung |x| < 1 genügenden x-Werthe in 
der Form 


[0] 


eu o „mu 
m u 


E(&, m) — e""+! a Ser 


dar und wählt für die dieser Primfunetion entsprechende Function 
mit der von Null verschiedenen Nullstelle a,: 


*) Siehe Weierstrals, Functionenlehre p. 16u. =. f. 
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r a 
x =1 e 
ES m)— ER 
a, a, 2 


De 


wo m, eine ganze Zahl bezeichnet, innerhalb des Bereiches, wo 


<1 


5 
@, 
ist, die Darstellung 
je} 
fer 
& —— My Ne 
A m.) = er=! 
a, N) 


so läfst sich leicht beurtheilen, wenn das unendliche Product 


on 


x 
| J x” — , My 
at ad, 


eine ganze transcendente Function mit den n,fachen Nullstellen «a, 
definirt. 

Gibt man x einen Werth, dessen absoluter Betrag kleiner ist als 
|@»+ı|, so ist zunächst nachzusehen, ob in dem Producte 


ven-l » 


&c 


<.1 die Dar- 


der zweite Factor, der innerhalb des Bereiches 
stellung 


n1 


(eo) [e} 


DD N 
gm wei "ya \@n 


gestattet, unbedingt und gleichmälsig convergiren kann. Dazu ist noth- 
wendig, dafs die unendliche Summe 


ae 


m 
ven+1l vl 9rK 


My MW 


x 
%, 


convergirt, und das wird der Fall sein, wenn die Reihe von grölserer 


Summe 
Sg My + 4 2. n, I myti 
N, 


vntlu=i 


x — 


xc 
&c 4, 


a, 


oder wenn gar die Reihe: 


u 
X S 
N 


1 Co 
a a 
v=n-l z % 


endlich ist, wo % den kleinsten der Werthe 1 — 


& < 
nes 
und N die grölste der ganzen Zahlen n, bezeichnet. 


> 
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Wählt man deshalb die ganzen Zahlen m, so, dafs die Summe 


> av 
2 | My 
Val a, 
beständig convergirt — und das ist zweifellos möglich, denn die 


durch die besondere Festsetzung m, = v — 1 entstehende Summe: 


A 


ist endlich —, so wird das Product 


| | E”r m.) 
v=n+l ar ’ 


&c 
+1 
mälsig convergiren, denn nach Annahme einer beliebig kleinen Grölse 
ö kann man ein v=n so angeben, dafs jedes Product 


in demjenigen Bereiche um die Stelle Null, wo |x|=8 kleiner ist als 
ein beliebig grolser Betrag r, von der Einheit um eine Grölse q„. ab- 
weicht, deren Betrag wieder kleiner ist als 0. 


für alle Stellen des Bereiches < 1 unbedingt aber auch gleich- 


Ist nämlich |a,}1| < r, so wird in dem Bereiche |x] <r 


oo 
ei NY z\my+t u 
> myt+u G) x 
Med 2 
E"” TC D 
—,m)\=e ö 
a, 


sobald nur v > n ist, und das Product II Er (= : m.) erfüllt dann 


die genannte Forderung, indem bei wachsendem n die Summe 


m, + a, 
h 2 Ver Den 
zugleich mit 
[7] 
2° 1 zz N\m 
im a I) : 
ae v_ntl % % 


unendlich klein d.h. auch kleiner als ö wird. 
Das unendliche Product lälst sich aber auch durch eine äquiva- 
lente beständig convergente Potenzreihe ersetzen. 


Stellt man die innerhalb des Bereiches |x| < |a„.ı| unbedingt 
und gleichmälsig convergente Doppelsumme 


> R n, (0 \mtu 
le 


ven vi 
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durch eine Potenzreihe 

Pia,n+1) 
dar, indem man die gleichnamigen Glieder zusammenzieht, so werden 
in dem Bereiche |x| < |a,| gewils alle Potenzreihen 


Diesel, 2... 
convergiren, und zwar gilt daselbst die Beziehung: 


‚6 1)— Plz,n +1) = Se Se (, 


vl ul 


doch weil die Primfunction 2, mu) durch die Reihe 


en = 1 x En u 
2 mytuN\ @, 
e k= 


dargestellt wird, kann man 


N 


ePaD)+RBea,n +) — | i El m.) 
vl z 


oder 


N 


eN@ 1) E— | Em Ieo , m.) e?’® n+-1) 
[47 
DB ” 


setzen. Da man hierin jede Function E als ganze Function in eine 
beständig convergente Reihe V%,(x) entwickeln kann und der Factor 
B4 
n 
B(&,n+1) zu ersetzen ist, so wird die ganze rechte Seite in eine 
innerhalb dieses Bereiches convergente Potenzreihe B(x,n-+1) zu 
transformiren sein. Der Ausdruck e=%@D ist zunächst nur durch eine 


e?&r+l) in dem Bereiche 


< 1 durch eine convergente Reihe 


in dem Bereiche 


en < 1 convergente Potenzreihe V(x, 1) zu er- 
1 


setzen; doch weil diese Reihe daselbst mit der Reihe B(x,n +1) 
übereinstimmt, muls sie jedenfalls in der Umgebung der Stelle Null, wo 
|x]< |an+ı| ist, convergiren. Da wir endlich n so grols annehmen können 
als wir nur immer wollen, so wird die Reihe V(x, 1) für jeden noch 
so grolsen Werth von © convergiren und eine ganze Function G (x) 
definiren. Diese Function besitzt zufolge der Gleichung: 


2 — lim B&, n-H) 

G (x) -] ei 5 Mi) DS, 
v=ı j< 

die Eigenschaft, an der Stelle a, mit der vorgeschriebenen Ordnungs- 

zahl n, zu verschwinden, den das Product enthält den Factor: 


x Ny 
) 


Wir bemerken noch, dafs 
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: N . x \ N, we Nm, tu 
lim P(a,n+1) — lim Pen Ko) 


] 
nZ@ vnHtl Pe 
gleich Null zu setzen ist, und sagen: Die gegebene Reihe von Stellen 
RS cn, 


ist die Reihe von Nullstellen derjenigen ganzen Function, welche durch 
Entwicklung des Ausdruckes 


e2) E 
De 
m 1 my u =) 


ae 


in eine Potenzreihe nach & entsteht, oder durch das unendliche Pro- 
duct 


a, 


5 „ifey 
Te-2y 
Hu 
dargestellt wird. Multiplieirt man G(x) noch mit x”, so geht eine 
ganze Function hervor, die aulser den Nullstellen a, noch an der 
Stelle Null n,mal verschwindet. 

Man kann also stets eine ganze Function mit vorgeschriebenen 
Nullstellen angeben, aber schon darum, weil die ganzen Zahlen m, 
gewissermalsen willkürlich geblieben sind, ist die Function nicht ein- 
deutig bestimmt, und ferner ist das Product einer ersten ganzen Func- 
tion @,(x) der verlangten Art und einer im Endlichen nicht verschwin- 
denden ganzen Function 

e95 (®) 
— wo 9,(&) selbst eine ganze Function bezeichnet — eine Function 
derselben Art. 

Aber umgekehrt ist jede ganze Function mit den gegebenen Null- 
stellen in der Form 


My, 


= er RN: 
G% = Ge) = ea] | (' >. rau R 22 - (2) 


[47 
ek! 2 


darstellbar, denn der Quotient zweier ganzer Functionen mit denselben 

n,fachen Nullstellen ist eine im Endlichen nirgends verschwindende 
und durchaus endliche, also ganze Function 

G (x) 

\ 0) 

die stets auf die Form e%® gebracht werden kann. 


In der That: bildet man die sogenannte logarithmische Ableitung 
von @,(&), d.i. 


IE G, (©); 


dlogG,() _ 1 dG, 
d& Hr 7 
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so ist diese wieder eine ganze Function g,(%), und wenn man der 
Stelle &—= 0 den Anfangswerth G,(0) zuordnet, wird 
Ge) = @, 
Darnach sind alle ganzen Functionen G(x) mit den Nullstellen der 
einfachen Function @,(x) wirklich in der Formel 
G,(2).e®®) 
enthalten, in der e®® der äu/sere Factor von @(x) heilsen möge. 


Kine ganze Function ist somit in einer der drei Formen dar- 
stellbar: 
{2} 


N 
3m, 2m LG _ | De Ban Ile” (en m.) ew, 

v=l v v=i v ? 
je nachdem sie keine, oder eine endliche oder unendliche Anzahl von 
Nullstellen besitzt. Wenn man die ganze Function 

9() — 9(0) 

in eine unbedingt und gleichmälsig convergente Summe ganzer ratio- 
naler Functionen Y,(x) zerlegt, die für x = 0 verschwinden, und 


1 Y u h n 
„2, (=) + 9(2) mit (a), 


eV) mit Ü 
bezeichnet, so wird das beständig unbedingt und gleichmälsig conver- 
sente Product in das Product der Primfunctionen 


we ZI) 
a, 


und eines Factors 0.2” übergehen. 

Die Willkürlichkeit, die bei der Construction einer ganzen Func- 
tion mit vorgegebenen Nullstellen übrig bleibt, liegt in der Wahl der 
Jonstanten C und gewissermalsen in der der rationalen Functionen 


(a). — ” 
Eine eindeutige Function, welche überall mit Ausnahme der Stelle c 
regulären Verhaltens ist, mu/s eine ganze Function von Pr G =) 


sein, und diese kann nur unendlich viele Nullstellen 

DRK NEE NG 
besitzen, wenn die Grenzstelle der a, die Stelle e ist, oder was das- 
selbe sagt, wenn man die Reihe der a, so ordnen kann, dals 


,—e <a —e| und im|,— c|=0 


wird. 
Ist umgekehrt eine derartige Reihe von Stellen gegeben und nennt 


x , : 1 
man jetzt Primfunction eine ganze Function von —,) die nur an 
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einer Stelle a, verschwindet, so gibt es wiederum eine durch ein Pro- 


duct solcher Primfactoren darstellbare ganze Function G@, a mit 
den vorgegebenen Nullstellen. 

Nimmt man zunächst an, dafs keine der Nullstellen a, Null oder 
unendlich ist, und bildet die Primfunctionen 


entwickelt sie innerhalb des Bereiches 


a,—c 1 
® € —c 2 
ın der Form 
© i 
>. N, =) 
e myt u N 2 —c 


und wählt die ganzen Zahlen m, derart, dafs 
a NEN) 
> (a a | 
vi 
für alle endlichen Werthe von —— endlich ist, dann ist das unend- 
liche Product 


ke] 


[ler® 


vl 

1 
IC. 
Soll diese noch die n,fache Nullstelle —=(0 haben, so tritt der 


Factor 
a 


hinzu, und ist die Stelle oo n,fache Nullstelle, so erscheint auch der 
Factor 


die ganze Function ( 


) der verlangten Art. 


1 No 


.L. 
% C 
.. 1 \?o 5 
der für c—= o durch —) zu ersetzen ist. 
Die hier besprochene Erweiterung bietet also gar keine Schwierig- 


keiten und man kann unmittelbar jede ganze Function ec) als 
Product von Primfunctionen 


darstellen, die nur eine Nullstelle «, und eine wesentlich singuläre 
Stelle c besitzen. 
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In der Umgebung jeder Stelle x,, die nieht Nullstelle von G(—) 


ist, wird die ganze Function durch eine innerhalb des Bereiches 


ar < 1 convergente Potenzreihe B(#=—x,) und in der durch die 


Bedingung —|< —| definirten Umgebung der regulären Stelle 
x% = © durch eine Potenzreihe u) darstellbar sein. In derjenigen 


Umgebung von £=x,, welche keine Nullstelle von G(-) enthält, 


kann man die ganze Function fernerhin auch durch eine Formel 
eB@-%) 
darstellen, indem daselbst 


in eine Potenzreihe zu entwickeln ist. Aber in der Umgebung einer 
Nullstelle «a, wird man den Quotienten 


1 
ber 
Ey (&) 


in eine Potenzreihe %(z — a,) entwickeln können, und darum wird 


EG.) daselbst durch eine Formel 
IC, 

(} > a "Be - a) 

@, 

definirt werden, indem die Primfunction E,(z) in der Umgebung ihrer 
Nullstelle a, durch eine Reihe derselben Gestalt 

(2 — ee 
darstellbar ist. — x» 

Aus den voranstehenden Sätzen kann man einen Schluls auf die 
Darstellungsform jeder eindeutigen Function ziehen, die in dem Be- 
reiche der unbeschränkten variablen Grölse x nur eine wesentlich sin- 
guläre Stelle ce besitzt. 


Hat die eindeutige Function keine von c verschiedene singuläre 
Besitzt 


Stelle, so ist sie eine ganze Function des Argumentes > 
sie aber beliebig viele (eine endliche oder unendliche Anzahl) aufser- 
wesentlich singulärer Stellen 
bi, bay... bun... 
welche jedenfalls den Bedingungen: 
b-ı—el>|b,- cl, lim |b, — c| = 0 


.. D . . . l B 
gemäls zu ordnen sind, so gibt es eine ganze Function 6.) , die 


an diesen Stellen in derselben Ordnung verschwindet, als die in Rede 
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stehende Function F'(x) dort unendlich wird. Das Product von (x) 


und @, ee) wird dann eine mit Ausnahme der Stelle ce überall end- 


liche und eindeutige Function @, (—) und darum nimmt F(x) selbst 


die Gestalt an: 
U ) Ile”« my) 


Bla) a) 


G2 ( E ) Er (x, m,) 


vl 


d. h. die eindeutige Function mit der wesentlich singulären Stelle c 
ist durch den Quotienten zweier ganzer Functionen des Argumentes 


z_, auszudrücken, von denen eine gewils transcendent ist. Die Func- 


tion G, muls dann transcendent sein, wenn F(«) unendlich viele 
aufserwesentlich singuläre Stellen besitzt. 


Umgekehrt ist der Quotient zweier ganzer Functionen desselben 
1 : : : 
Argumentes ——, von denen beide oder blos eine transcendent sei, 


eine eindeutige Function mit der wesentlich singulären Stelle c, denn 
wäre sie in der Umgebung von c durch ein Product: 


1 N 
(x — c)m Bla 5; ce) 
darzustellen, so könnte weder G, noch @, transcendent sein. 

Man kann aus der Darstellungsform von F'(z) entnehmen, dafs 
diese Function in unendlich kleiner Umgebung ihrer wesentlich sin- 
gulären Stelle c jedem Werthe beliebig nahe kommen kann. 

Man bemerke zunächst, daß |F(x)| für beliebig kleine Werthe 
von | —c| gröfser gemacht werden kann als eine beliebig vorgelegte 
Gröfse K. Wenn @G, eine transcendente Function ist, so liegen in 
beliebiger Nähe von c Nullstellen dieser Function, an denen (x) 
unendlich grols wird. Ist aber @, eine ganze rationale Function, so 
bringe man den Quotienten auf die Form 

WHERE 
G A 
wo auch G@® eine ganze rationale Function, aber niedrigeren Grades 
als ge au und G® eine ganze transcendente Function bedeutet. Dann 


wird a für unendlich grofse Werthe des Argumentes — 
2 


klein und |F'(&)| in unendlich kleiner Umgebung von c Re grols. 


2 = unendlich 


Da endlich die eindeutigen Functionen 


il ] 1 
F(&) al: Fat 
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dieselbe wesentlich singuläre Stelle besitzen, so existiren in dem ge- 
nannten Bereiche um c auch Stellen, wo 


1 e 1 
F@)l <Z und Eee 
wird, womit die Behauptung erwiesen ist. 


S5l. Fortsetzung. Darstellung der trigonometrischen Functionen. 


Wir kehren wieder zu unserer Function 


My 
1 2 \u 
[2,0] N 
C \*v 2 u ( Gy 
5 a 
Fl % 
zurück und wollen sie — wie das bei der gleichmälsigen und unbe- 
dingten Convergenz des Productes erlaubt ist — ebenso wie das Pro- 


duct einer endlichen Anzahl von Factoren differentüren. Es ist 


1 REKEN! Ps N 1 79m -1 
da da = lee ek ala) ) 


| 


er 2. 0:00) 


Mn! 
410g Ch ;n der Umgebung jeder von den Null- 
[7 3 


und wir wissen, dafs 


stellen a, und der unendlich fernen Stelle verschiedenen Stelle regu- 
lären Verhaltens sein muls. *) 


*) Man bemerkt, dafs 


a 
E [ ' n.) 


für = a, gleich ns —=(@,(a,) und für = a, Null wird. Deshalb stellt die 


Summe zz 4, x 
dE(—,m 
Un 


Din Go(&) ds ce (®) — 9, (a) 
GG, (a x 
vl 0 „) Em) 

Vv 


eine ganze Function @(&) dar, die an den unendlich vielen Nullstellen a,, ay... 
die festgesetzten Werthe n,, %7g,... annimmt. 

Wann diese Summe beständig convergirt, wollen wir nicht untersuchen, 
denn es ist uns nur darum zu thun, die Erweiterung der Lagrange’schen Inter- 
polationsformel anzudeuten. 

Ist die Häufungsstelle der unendlich vielen Stellen, an denen eine ganze 
Function vorgegebene Werthe hat, nicht = ©, sondern =c, so mulfs die 
Stelle ce eine wesentlich singuläre Stelle der gesuchten Function sein, denn in 
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Setzen wir innerhalb des Bereiches 


x 


N 


ne ee ee 


so wird die a Ableitung von @, auch durch die inner- 


halb des Bereiches 


<1 zweifellos convergente unendliche Sunıme 


z N 
7 NE, y 
> ( ne 2a (e) 
vi £ 2 
definirt sein. 


Sind a,,@,,... unendlich viele Stellen, von denen in einem end- 
lichen Bereiche nur eine endliche Anzahl liegt, auf dafs also 


v 


rationaler Functionen 


|@an+ı| > |a,.| und lim |a,| = © 
vz@& 


ist, bezeichnen ferner », endliche ganze Zahlen und m, derartige ganze 


Zahlen, dals die Summe 
Di ee 
vl % 4% 
beständig convergirt, dann kann man für die voranstehende Summe 
(«) die kom re Convergenz in demjenigen Bereiche beweisen, 
der durch die Bedingungen charakterisirt wird: 


@I<R, ImHı>R>im|, a-m|>, W—1,2,...n), 


wo R eine beliebig grolse aber endliche Gröfse ist und o, beliebig 
klein sind.*) 

Der genannte Bereich wird durch eine Kreisfläche um die Stelle 
x=(0 gebildet, auf deren Grenze keine der Stellen a, liegt, aus deren 
Innerem aber beliebig kleine um die daselbst befindlichen Stellen 
(a), @d,...4,„) sich erstreckende Kreisflächen ausgeschlossen sind. 

Wenn nach Annahme einer endlichen Gröfse R ein endliches 
v—=n gefunden ist, so dafs 


ml <R</antıl, 


so wird die Summe 
N 


ale 

a 2 —q, 

vi r ” 

innerhalb unseres Bereiches gewils gleichmäfsig convergiren und von 
der Summe 


beliebig kleiner Umgebung der Häufungsstelle hat sie unendlich viele Werthe, 
unter denen beliebig kleine und beliebig grofse sein können. 


*) Vergl. Cesaro, Giornale di matematiche 1885, 
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( x Ib N, 
47 I 

it v v 

werden wir das auch behaupten können, wenn die Summe der abso- 
luten Beträge der Summanden endlich ist. 


Da aber 
el, ap — 2a, le > 0 


ist, so wird 
Mm, 2 1 Sc my 
er aD a, Bar ee 


> 
Heifst N wieder die grölste der ganzen Zahlen N„+, und ist die kleinste 


—n+l ® v—ntl v=v+l 
x 


EB K, so wird die letzte Summe kleiner als 
N Ö 1 C \M, 
22%) 

und damit ist die Behauptung der Voraussetzung zufolge bewiesen. 

Es ist auch zu sehen, dafs in eben demselben Bereiche gleich- 


zeitig die neuen Summen N 

I BR I N, 

— © RC en a,)* 
gleichzeitig convergiren, wenn % eine ganze Zahl bezeichnet. Denn 
nennt man die kleinste der Grölsen 0, o, so ist an jeder Stelle un- 
seres Bereiches 


x N, 
«& 


ae 
a 


a, 


der Gröfsen 1 — 


|» — | > oe 
und deshalb 
x |\m, N, 1 
@, 


DE 


womit der Satz einleuchtet. 
Läfst sich den von Null verschiedenen Nullstellen a, unserer 
ganzen Function @,(x) eine ganze Zahl m + 1 so zuordnen, dafs 


m+1 


Vz 


endlich ist, so kann man offenbar allen Zahlen m, den Werth m» bei- 


legen, denn 
> al : ( x iR 
v @, 4, 


wird für jeden endlichen Werth von x endlich bleiben. Dann con- 
vergiren aber auch die Summen 


in dem früher a Bereiche gleichmälsig. 


N FA Io FR m-+1 
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Nehmen wir von vornherein an, dafs keine der den Nullstellen 
a, zugeordneten ganzen Zahlen m, eine endliche angebbare Zahl m 


übertrifft, so kommt man leicht zu dem Schlusse, es mus dann 
1 |m+1 


endlich sein. In der That führt die mmalige Differentia- 


Vv 


y 


tion der Gleichung: 


Zu Go > [ log Sal 2 (1 m . Br es! 


(Fe! 


auf eine Summe: 


a CK > artilgw@-ay _ Bl Sl = 'm!n, 


d Polka d mL ee I 


Bl ee! 


die in der Umgebung der nicht singulären Stelle x = 0 endlich sein 
m--1 


soll, aber nicht endlich sein kann, wenn > 


va 


nicht convergirt. 


v 
Laguerre nennt eine ganze transcendente Function @,(x) vom 


Range m, wenn für die Reihe ihrer Nullstellen m die kleinste ganze 


Zahl ist, für die I — Kor 


endlich ist. Darnach sind die Functionen 


Kela),. BEL, 207 
ganze Functionen ersten Ranges. Die Reihe der Nullstellen von 
sin mx und cos mx sind 


0, +1, &2,... beziehungsweise +5 5 


2 ? 
und weil die Reihe 


Ro [0.0] 
85 3 und umsomehr > 2 
v — (?v +1)? 


vl 


convergirt, kann man diese Functionen in der Form darstellen: 


+» © 
’ er u g“) 
Re See re 


v——® 


2 r) 
2r+1 nn . 
[ | (in Hr re 


Doch müssen hier die äu/seren Factoren ee®, er@ noch passend be- 
stimmt werden, damit die Producte gerade sin z& und cos xx und 
nicht blos Functionen mit denselben Nullstellen definiren. 

Zur Bestimmung dieses Factors dienen folgende allgemeine Be- 
trachtungen. 

Ist O0, a,,@,... die Reihe der Nullstellen einer ganzen Function 
des mt Ranges und läfst man x unendlich zunehmen, ohne dabei 
den Bereich der gleichmäfsigen Convergenz der Summe 
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2 
a (8 @,) 
zu verlassen, so kann das stets in solcher Weise geschehen, dafs diese 
Summe und auch die der absoluten Beträge der Summanden nach 
Null convergirt. 
Wir haben nur nöthig, die zweite Behauptung zu erweisen. Man 
kann stets ein v—=n so angeben, dafs 
a N, 
m 
vntl [er a, «| 
kleiner wird als eine beliebig kleine Gröfse ö, und weil man in der 
somit bestehenden Ungleichung 


rel N, 
Saint 
Pe ler a, | A ar jez] la, Ia,— | 

für die Summe der endlichen Anzahl von Gliedern nach Annahme 
einer kleinen Grölse & eine positive Gröfse & so bestimmen kann, dafs 
für jedes x von grölserem Betrage als & die Summe kleiner wird als 
&, so convergirt die genannte Summe für unendlich wachsende Werthe 
von x unseres Bereiches nach Null, 


Daraus folgt, dafs die logarithmische Ableitung‘ von @,(x) nach 
Multiplication mit #7” 


1 dla, _ mL > 2 
ze dx ar gt m (« er ) 


mit unendlich wachsendem & nach Null convergirt. 


Dasselbe gilt auch, wenn die ganze Function m!" Ranges einen 
äulseren Factor e9® besitzt, in welchem die ganze rationale Function 
g9(&) den m!“ Grad nicht übersteigt. 


Zur Charakterisirung der Convergenz der in Rede stehenden 
Summe nach Null, wenn x ohne eine singuläre Stelle a, zu über- 
schreiten, nach oo übergeht, mag hervorgehoben werden, dals das 
Product 


N, N, 
% 1 = 7 [73 \ 
v—ı% (2 —«,) vl, m Run 
a,\1 
X 
unter gleichen Umständen divergirt, indem nämlich die Summe: 
N, 
a 
m [% 
Ne 
alar 
© N, i ze m. 
und umsomehr die Summe der absoluten Beträge — — — mit — 
. . m v m | v 
unendlich wird. az vi 


Biermann, Functionentheorie. - 21 
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Durch ganz ähnliche Betrachtungen läfst sich zeigen, dals die 
Summen 


mit wachsendem x nach Null, aber 
en 
v a, (= a,)* 
nach Unendlich convergiren, und dann kann man sich überzeugen, dals 
d log 62 
dx 


gleichzeitig mit x” auch die Quotienten 


Gen 

ze a (&) 
nach Null convergiren, wo @{%(x) die u! Ableitung von G,(x) be- 
zeichnet. Nun ist jede Ableitung einer ganzen Function wieder eine 
solche, und wenn man daher zeigen kann, dals eine an die Higen- 


schaften 

lim ee, —= (0, lim ee) — es) 

=» \ ©”G(&) NEN 
geknüpfte ganze Function vom m!” Range sein mufs, hat man auch 
gezeigt, dafs jede Ableitung einer ganzen Function des m!" Ranges 
von demselben Range m ist. 

Man sieht aber leicht, dals der Rang m’ einer ganzen Function 

G (x), welche die genannten Eigenschaften besitzt und deren zugeord- 
nete Zahlen m, höchstens den Werth m erhalten, nicht gröfser ode: 
kleiner sein kann als m, weil im ersten Falle 


ee) 


NW 
gem — m 9 
rn (2 — a,) 


nicht nach Null convergiren und in dem zweiten Falle die zweite der 
oben genannten Bedingungen verletzt werden würde. 

Da die Zahlen m, aber auch nicht in’s Unendliche zunehmen 
können, wie z. B. im allgemeinen Falle, wo „wir m, =v —1 setzten, 
ist wirklich G (x) vom m!" Range. In dem äulseren Factor kann G (x) 
natürlich den Grad m nicht übersteigen. 

Sollten wir nunmehr bemerken, dafs 


+» 
1 dlgsnn& x 2,0) 1 DIE 1 
u ne 


&c dx 


e—e) 


für & = oo nach Null convergirt, so muls der äufsere Factor in dem 
Producte für sin xx die Form 


besitzen. Nun ist 
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in ee! 
40 RER 1 


”_ eote ra — 
z g 


und wenn wir hier @—=8-+ in nach Unendlich convergiren lassen, 
ohne die auf der reellen Axe liegenden Nullstellen von sin zz zu 
überschreiten, also z. B. dadurch, dals wir nur n nach + oo gehen 
lassen, so 'wird 


cotg m(& + in) nach +: und > cotg xx nach Null 
convergiren. — Wir setzen deshalb 
zetgnt=a-+ E4 
und weil 
— rotgre—4u— 2 — Dr 
ist, folgt, dafs = 0 ist. Vergleicht man schliefslich die Entwick- 


lungen von 
‚ u 
sinzz. und ex | | (1-2). 


in der Umgebung der Stelle x = (0, so erkennt man, das ®=x zu 
setzen ist und damit wird: 


nn, 
e x 
snzc—nc] | (1-%).e 


va aß 


IE © 
DV 


und entsprechend 


+» BE 
COSETUE— (1 er ) ey 
| [ a. ., Ä 
v— en. 2v +1 


Daneben ist: 


>} [62] 
: j x 4.00% 
SINE — 70% 1— —), COS IL 
’ v? ? (27 — 1) 
> Wi 


v— 


und 


De 


#  ! 
Ss 1 1 4% 
Br en ar +) en 


| 
S | 
| 
SiS 
= 
| 
x 
IM: 
ES 
IS} En 
= 
| 
5 
al. 
au 
= — 
| 
ae 
S7 


D 
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wobei aber in den an vierter Stelle stehenden Summen die Grölsen 
an und 


= = nicht von einander zu trennen sind. Die Differen- 
v 
tiation dieser Gleichungen führt auf die Formeln 


-5 3; 
Fe AU (2 — = 4 a T& 


= („ey x 


Setzt man in dem ersten Ausdruck für sin xx an Stellex (x — a), 


wo a keine ganze Zahl bedeuten soll und dividirt sin m(x — a) durch 
sin (— za) so entsteht die Gleichung 


sin z (x — a) 


sin (— za) —( we = IIG u 


Will man rechterhand die Primfunetionen (1 — 
treten lassen 


er. 
va 


047 
ae —) e+«@ auf- 
‚ so beachte man, dals man 


MH 
m 


setzen darf 


‚ indem das Product 


R ze Er LG +72 c0tg (— 0) 

v 
beständig gleichmälsig convergirt, wie das nach der allgemeinen Theorie 
nothwendig ist. 


Nun entsteht die später zu benutzende Formel 


(1—).e -II«- +) ota _ rk) 


ae Fer eT% cotg ra 
sin (— za) ’ 


der die nachstehende leicht zuzugesellen ist 


Pr 
1 2 an. +a cos n(& — a) 
a ie 

v eier en EL 


B _ I pAxtgna 
cos (— ra) : z 


wo a aber keine der Zahlen 2 or - (e=0, +1, +2,...) sein darf. 


‚ um die Func- 


Zunächst kann man diese neh dazu benutzen 
tionen 
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c+a 2 —q 
cos n( ) ( 
cos m + cos za DR ASEr 
1-+cosrzqa [7 
cos? um — 
2 
— 4 
sinz|—— — )sin (7 ) 
COS TE — COI nA (7 *) = 
1 — cosra 7 
a 
sin ee „Jos ("5 I 
sin ze 4 sin za 
sin za ne a 
sin m cos BB 
2 
x -+a\ . Bl 
: 3 cos n(® ) ir ( ) 
sın 7x — sın za 2 u 2 
sin za IE ä 


cos z =“ sin 2 
Be ee 
2 2 


durch Producte darzustellen, die als Functionen von x beständig con- 
vergiren, auf deren Bildung Euler weitläufig eingegangen ist. 
Setzt man in den obigen Formen z=a+ > respective K=—U, 
so erhält man die Gleichungen : 
+» 2at1i 


7 

AN! F — — (2a+ I) cotg za 

— coset TA = | De 2v-+2a. 2 
n 2v + 2a S “ 


+ 
sec TA = J l > -— Arte Asa 
29: 2» 1-1 2a 2 
Rn 


in denen die rechten Seiten als Functionen von a in der Umgebung 
der Stelle « = 0 höchstens in den Bereichen 


Di 


eine Bedeutung haben. (Vergleiche die Producte in $ 186 der Intro- 
ductio in analysin infinitorum von Euler.) 

Da unseren allgemeinen Betrachtungen zufolge die Funetionen 
sin xx und cos #z auch durch 


b) ) Be 2) . 4 
1 E\U 22 \u 
ale. Tin) 
es beziehungsweise e ?= 
darzustellen sind (siehe pag. 312) und die Entwicklung dieser Ausdrücke 
nach Potenzen von & der Form nach andere Coefficienten enthält als 


die schon bekannten Potenzreihen 


it: 


; (wa) |, (nn) 
SITE TUT ART, 


a ale ee er 
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so kann man durch Vergleich der beiden Entwicklungen eine Reihe 
interessanter Ausdrücke für die ganzzahligen Potenzen von = aufstellen. 
Es wird 


a en 
Bean E : -5 . 
Hetatert - 65 -% = 
ee 


1 gr BD 


N 
ur zu T m a en 


L l 1 5 
60 5002 00V 50 
die Bernoulli’schen Zahlen, die wir mit 
y 


> [ 
DB, B;, B,,... 


u.s. w. Die numerischen Factoren heifsen 


bezeichnen. 
Der Vergleich der beiden Reihen für cos x« gibt uns Ausdrücke 
für die Summen 


a 


1 < 
Zu m e=1l,23...), 


vl 


die sich aber bereits aus der Summe der (— 2u)'" Potenzen aller 
ganzen Zahlen in folgender Weise bestimmen lassen: Nennt man die 
Summe 


> 1 
BD N Sa 
De 
so ist 
5: S S 2u x 
2 1 2 | 
= z; und Su nr = De 
va (29) 2" 2 vl RN 
oder 
o g 
2 yau 1 Pa 
Kar: re 
(9? i 2 (2u)! 
und ferner ist auch 
= >} 
S. ZT ou—l S > = mi B gu—iy gi 
2u BETT gen —1 2u — 677 22 2u—1 a) E 


Mit Hilfe der Formeln: 


ao ao 
1 2% 2% 
eg ——+ > Rn em — > 
2 BB _ (vn)? ig % 2v—1 
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kann man cotg x und tg x in der Umgebung der Stelle x —= 0 durch 
Potenzreihen nach x darstellen, indem man die einzelnen der Sum- 
manden nach Potenzen von x entwickelt. Es wird dann: 


[0 >} p) [0 0) 
ewte x = 2 = 2) ale SI 1 
a a en u Zu urE 
er voı ? 


9463 -- 


Der ı 
a an za +b, 


we" Benz: ) 


= BR 222-1) +tB, 221-1); en 22 - Dar+ 


+...) 


Da die Üoeffieienten der Potenzreihe für tg x: 


2] 


zit —A 
on 


K=1T 


der Recursionsformel genügten: 


2N — Din 
Ca > 5 Cn-3+ ( X ")&n-s RN: 


ey ae, 


wird man die Bernoulli'schen Zahlen nach und nach aus den Gleichungen 


2n (92n__ Doms 92n —2 gen 2__ 
_. A, = . ae: 


an 2n— 2 
2n—1\2@'—-1 zn —1\22(22—1 
le icH Ze (5% er nee; 
(N == 23.38...) 
bestimmen können. 
Beachtet man, dals 
COST SIN—- 
1 % % 1 r 2 1 1 
> (eotg S+ tg )- a er Bil. . 5 m m sosecz, 
sın 27 yETE asın os cos 22 
x 
cotg nz + tg m 5 — cosec na 


ist, so ergibt sich für die Function Cosecante erstens die Reihenent- 
wicklung 


= 2n —1 
1 IN us 
Er = en On 


al, 


und durch Addition der Gleichungen: 
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+0 


to 1 r FERIEN 
zn etgne—— } re 


zu — 


x 2% 
Tr -3,; » L)@®tı—a) 


die Darstellung: 


zen 5 A 
ee 2 a +5) 
—_ Be Zee en! 


Um den Cyelus der Darstellungen der trigonometrischen Funetionen 
durch Potenzreihen, unendliche Producte .oder unendliche Summen 
rationaler Functionen voll zu machen, hat man noch = sec xx durch 
eine Summe und sec x in der Umgebung der Stelle «= 0 durch eine 


Be} 


convergente Potenzreihe N -- darzustellen. Wir werden diese Auf- 
DEV 

gabe alsbald lösen und bemerken hier nur, dafs c,—1 und alle Coeffi- 

cienten @&g4—ı Null sein müssen, weil 


2u—1 
sec0—=1 und rn = 2: 


ist, — 

Um eine andere Anwendung der früheren Sätze über die ganzen 
Functionen mit gegebenen Nullstellen vorzubringen, wollen wir den 
Sinus und Cosinus ganzzahliger Vielfache des Argumentes x als Pro- 


duct einer endlichen Anzahl von Sinus und Cosinus-Funchionen neuer 
Argumente darstellen. 


Da die Function sin mx offenbar dieselben Nullstellen besitzt wie 
all die Functionen 


: 5 7 3. rer » (m— 1) 
SINE SINN EU SsInale Zee sinele — 07 
m m m 


sin &, sin (@ + —); sin (0 + N B no, 


und keine weiteren, so kann man 


oder 


m—1 1 m—1 
. . . 1% . - 
sin m — @@ sin & l [ sin (x + =) — 8) sin & [ | sin e: Se x) 
KR k=1 


setzen, und der Vergleich der beiden Seiten dieser Gleichung zu- 
gehörigen Darstellungen durch ein Product von Primfunetionen lehrt, 
wie die ganze Function g(x) beschaffen sein mufs. 
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Ist m eine ungerade Zahl 2u + 1, so schreibe man statt der 
Faetoren sin (« E = Wo 1,u12,...20) sin en = —#) 
und wenn m=2u ist, setze man an Stelle von sin (+ =) sin ( —«) 


—= 008 & und für 
sin.(2 + EIN") sin (EI? wer) vl, 2... —l), 


dann geht die obige Gleichung in die folgenden über: 


sin ma = sin 2u +1)2= e:® sin | | sin = x) sin ( — ee x), 
A 


u—1 


. (mi ._ (nA 
sin m& = sin 2ux —= 6%) sin x cos & | sin = _ x) sin & u x). 


Wenn man ferner die leicht zu verificirende Beziehung: 
sin (u 4 v) - sin (u — v) = sin? u — sin? v 
verwendet, erhält man die nachstehenden Darstellungen: 


L 
sin mx = sin (2u + 1)x = @&®-.sın I — — sin? x) 


RU 
ö (2) ch ın? 
sin mx = sin 2ux& = "| sin x cos ai sin? sn) 


aus denen mit Hilfe der Nez für sin mx und sin x ab- 
zulesen ist, dals eı® und e®® nur Constante C, und O, 


2 1 D 
G= wel C, = EN 


==l 
sein können. 


Ebenso findet man die Gleichungen: 


u 
\ | N! ) E: ee ) 
cos m&= cos (2u+ a sin (3 ET T%® 
a Sarr 
—=() 008% (ein? # = A—— sin? 2) 
al 
z \ 
Br a za —1 +2) 
c08 M& = co 2uxX—= C 1 sin ( _— x) sin \-- ee 
= Mali 
eg, In (sin? Bean Er sin? x) 
6 2 m 
u 


und die Constante Ü ist das Reciproke des Productes | | an 


A 
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Da 
2 (sin?u — sin?v) = (cos?v — sin?v) — (cos?u — sin?u) = 60829 — 6082 U 


ist, bestehen auch die folgenden Formeln: 


BE cos( L Ien2e- 2 


yet u 
Em 
Al * 
2u 1 PyA 9, 
sinm2=sin2u0= ee c08:7.c08|, — X cos2 zw 
2 P IT Ya! 
sin? — 
m 
il 
1 i 2A—IN\ 
cosmz = cos (2u+l)e = —, cos & c0827 — 08 —— 
ya sin? wart Er 
I 2m 
1 ; 1-1 
co ma = 008 211 = —. ————— | | (e0s22— cos x 
Seel 
zu ee 
JA 2m 


Vergleicht man die obigen Formeln mit den auf Seite 298 angeschrie- 
benen Darstellungen von sin m& und cos mx als rationale Functionen 
von sinz und cosz, so erhält man durch Gleichsetzen der Coeffieienten 
der höchsten Potenzen von sin x die Beziehungen: 


ee Darm Eu a m ee ee 


m! 


i=ı1 
oder 
Mu 
Dan | | sm = Re il, Os ann 
en Te 
und ebenso 
u—1 
2A | | sin; —  2u 0,2 
rn 
u u 
SER] h e 
ZUR sin? => de ee [ J sin: & ——=|], 0 2m 
‘ei ul Rn! z ar 


Setzt man sin —=u und m=2u-+ 1, so besteht die Gleichung: 


7 ] 
n mM  mm—1) a I De es er 
1! sinma | 3! sin mx ) ME ’ 


deren m Wurzeln « wir angeben wollen. Das Product derselben ist 
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ERIEE i 
Sin mx oder (— 1)* sin = sin eo — x) sn (a +4 ie 


und weil — wie man sich leicht ee en 


e ah NER 71 2km 
sin :]1 sin (= x) sin (= + x) (— 1)# BE: (x + - 


ist, heilsen die m Wurzeln: 


S : 2 . 4 2(m 
sın x, sın (x + ) sın (x + he „sin (x + - . en) 


oder 


sin &, + sin (+0), + sin zu = &)(A=1,2...B), 


M 
und zwar gelten hier die oberen oder unteren Zeichen, je nachdem A 


gerade oder ungerade ist. 
Da unsere Gleichung das Glied in «”-! nicht enthält, ist 


m—1 1 
> sin (+ ey) 0 

mM 

ea) 

und der Coefficient von —u ———_ muls gleich 
sin ME h 
m—l1 
Hl 


an (e+ 9) 


Mm 
sein. 
Bei geradem m = 2w besteht die Gleichung: 


sindma (Art... 4 Demeter) = 0, 
Das Product ihrer Wurzeln en 


a! 
sin? ME 


N mh 
ng — sin? x sin? 2(2 — -«) f sin? — x) sin? eo == x) 
Yen — 2 m 


und die positiv und negativ genommenen Factoren der rechten Seite 
sind die Wurzeln selbst. Die positiven allein genügen der Gleichung: 


——— (m? — 9? 
sin m& = + y! (u er . NR 4... + (— ye—1 ui y2u-2), 


In entsprechender Weise hat man vorzugehen, um die Wurzeln der 
Gleichungen 


cosm2—cos(2u+l)e=-+y1- a u wre De 2u tm) 


n? 9 m"m—2) | Er 
cosmz—= cos 2ux—=1— PYL 4 m U + (— Dee m 


zu finden. 
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$ 52. Die Weierstrafs’sche 6-Function. 


Wir wollen noch eine ganze Function @,(&) herstellen, welche 

die unendlich vielen Nullstellen 

w—=2un + 2uo@ (u, wW=(0, +1, = 2,..:.::86) 
besitzt, wo ® und @’ solche Gröfsen sein müssen, dals in einem 
endlichen Bereich der Variablen & nicht unendlich viele Nullstellen 
w liegen, denn andernfalls gäbe es keine ganze Function der ver- 
langten Art.*) 

Es kann zunächst keine der Grölsen &© und © unendlich klein 
sein; sie können aber auch nicht in reellem Verhältnis stehen, denn 
wäre in 

PLN) 
—20 (ut 
die Klammergröfse reell und zunächst eine rationale Zahlengrölse, 


so könnte man unendlich viele ganze Zahlen w und u’ angeben, für 


die utw — gleich Eins würde und dann wäre die Nullstelle x = 2» 


R e RS o' 
von unendlich hoher Ordnung, was nicht zulässig ist. Wäre aber a 


eine irrationale Zahlengrölse, so liefsen sich stets ganze Zahlen u, und 
u, finden, für die 
|2um@ — 2,@| 


kleiner würde als eine beliebig kleine positive Grölse d und dann wäre 
x=( eine Häufungsstelle von Nullstellen. In der That: entwickelt 


.. . (10) . . . . 
man das reelle Verhältnis — in einen unendlichen Kettenbruch, ein 
. . . B © . . 
endlicher kann sich nicht ergeben, weil sonst == rational wäre, und 


e e . 20 = & . 
bildet die Differenz von 5. und dem »'" Näherungsbruche Fr so wird 
W 


deren absoluter Betrag kleiner als ( \ und 


Y 


20,0 — 2w0 = + —-, 


m, 


wo & positiv und kleiner als 1 ist. Weil aber Zähler und Nenner der 
Näherungsbrüche eines Ketteubruches fortwährend zunehmen, so kann 


0 rn |2@8E SI En: 
man auch ein v so angeben, dals |——| < d wird, w.z. b. w. 


v 


*) Vergleiche Weierstrafs, Formeln und Lehrsätze zum Gebrauche der 
elliptischen Funetionen (herausgegeben von H. A. Schwarz) und andrerseits 
Kiepert, ganzzahlige Multiplication der elliptischen Funetionen (Borchardt’s 
Journal, Bd. 76). 
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Soll demnach eine ganze Function existiren, welche die Nullstellen 
w besitzt, so muls das Verhältnis 


’ 
{0} 
= — up 
{2} 


complex oder der reelle Theil von a Re) von Null verschieden 


sein, aber dann gibt es in einem endlichen Bereiche nur eine endliche 
Anzahl von Stellen 2u@ + 2wo". 

Zum Beweise beachte man, dafs sich bei nicht reellem Verhältnis 
der Gröfsen 20 =« + iß und 20 = « -+iß, wo (@«ß’ — « $) von Null 
verschieden ist, jede Grölse 2& = a, + ia, in der Form 28,0 + 28,0 
darstellen läfst, wobei &, und &, reelle Gröfsen bleiben. Man hat &, 
und &, nur aus den zwei Gleichungen = «&,+ «&,unda,=ß&, + P’&, 
zu entnehmen. Darauf läfst sich jeder endliche Bereich durch die Ge- 
sammtheit der Stellen 28,0 + 28, definiren, für welche &, und &, 
zwischen endlichen Grenzen gelegen sind, und man sieht, dals &, und &, 
innerhalb des Bereiches nur eine endliche Anzahl Male ganze Zahlen 
sein können. 

Man nennt zwei Grölsenpaare (20, 20’) und (2%, 2%) von nicht 
reellem Verhältnis äquwivalent, wenn die Gesammtheit der Werthe 

w= 2u0 + 2uo 
mit der Gesammtheit der Werthe 
2070 1 2a ei, ET, 2...) 


übereinstimmt. Man sieht, dals die nothwendige und hinreichende Be- 
dingung für die Aquivalenz zweier Grölsenpaare in der Existenz zweier 
Gleichungen liegt: 
S=po+g0, T=poHrgo, 
in welchen die positiven oder negativen ganzen Zahlen wieder der Be- 
dingung 
vg’ —pga=Ht] 

genügen, denn unter diesen Umständen kann man stets zwei ganze 
Zahlen v und v’ so bestimmen, dals 
2uo0 + 2uU @ = 2v8 +2v@ =2(wp +vV/pPf)& +2wg+vg)o 
wird, und umgekehrt müssen die obigen Bedingungen erfüllt sein, wenn 
jeder Stelle w eine Stelle © und umgekehrt entspricht. 

Wir können jetzt festsetzen, dafs I) >0 sei, denn andern- 


falls wähle man nur ein (2@, 20’) äquivalentes Gröfsenpaar (2%, 2%), 
für welches 

ea (wonceri 

RE) R( pa+go ii 
gröfser als Null ist und dazu muß nur p‘ — gp= — 1 sein. 
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Jetzt handelt es sich noch darum, in den Primfunetionen 


% 
E (&; Mu, w) 
die ganzen Zahlen m,,„ passend zu wählen, denn wenn wir auch 
schon wissen, dals das Product 


eine ganze Function der verlangten Art definirt, sofern die Nullstellen 

10 Wo en 
der Bedingung 

| < |ws+ıl 
gemäls geordnet sind, so braucht dies durchaus nicht die einfachste 
Function zu sein. Wir sehen darum nach, ob es etwa eine ganze 
Zahl m derart gibt, dafs 
i >; A m-+1 

Fe 2uo-+2u@ 
endlich wird, denn dann existirt eine ganze Function m!® Ranges, 
welche die Nullstellen w besitzt. 

Bemerkt man, dafs man 2» + 1 Grölsen w = 2uo + 2u'o an- 
geben kann, bei denen w oder w’ gleich + n ist, so finden sich im Ganzen 
42n +) —-4=85n 
Nullstellen, bei denen eine der Grölsen u, w’ den Werth +» oder 
— n besitzt. Stellt man alle diese Gröfsen w in der Form nd, dar, so 
kann |d,| niemals kleiner werden als eine endliche Grölse |ö,| und 

man sieht, dals in der Ungleichung: 


& [6>) 
> m+1 <= 8 > 7 Air 8 rn 1 
ag Ka — mt Id, ehe Pen gy 
die rechte Seite schon für m = 2 endlich ist und umsomehr ' 


3)% 


Ku, ge 


1 


w 


convergirt, 


Deshalb wird bereits das Product 


Sera 

{ EN © +4(2) 

& (1 = 16 

L w 

(u,u’) 

beständig convergiren. Diese ganze Function bezeichnen wir mit o(x). 
Die logarithmische Ableitung derselben: 


DRER! Bl l A =) N > 2 
om =  \e-w a w 3 w/ 8 1 2 w (x - w)?’ 
0, 


Karl 


ferner 
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Alogo() 1 > 1 N 
dar 8 a 7 eo wr 


und 


stellen analytische Functionen dar, die im Endlichen die ein-, zwei- 
oder dreifachen aulserwesentlich ne liren Stellen x% = w besitzen, 
deren Häufungsstelle x —= & ist. 

Die dritte der genannten Functionen bleibt ungeändert, wenn man 
x um irgend eine der aus 2» und 2%@’ durch Addition oder Subtrac- 
tion zusammengesetzten Gröfßsen w vermehrt. Da aber zufolge des 


° . . o . . . 
nicht reellen Verhältnisses ——- keine homogene ganzzahlige lineare Re-- 
d? log 6(&) 


lation zwischen 2» und 2@’ besteht, ist die Function — — 7; 


doppeltpervodisch. 


Bezeichnet man 
d? log 6 (x) 
er urciei p(z), 


so ist | 
pP (2 +20) = p(a +20) = p(c+w) = p'(a). 
Weil aber 


® , ER, ir 6 (x) 
=, a, 
ENT: Pr D)=r@a) wm P)—= pr) 
ist, wird j , : 

P(0)—9, pPla)=0, Pot o)—0 
und 


p(e)—=p(-o), pl) —=p(—® 
Nach dieser Zusammenstellung der Werthe von p(x) und p’(x) an 


zwei Stellen entnehmen wir den Gleichungen: 


dp(c +20) _ dpa) dp(e+?2eo) _ dpi) 
dx er dar? da Au dr 
die Beziehungen 
p@+20)—=p(a), p@+20)=p(®) 
d. h. auch p(x) hat die beiden Perioden 2» und 2@’ und die aus 
diesen ganzzahlig zusammengesetzten Perioden w. 


Die doppeltperiodische Function p(x) wird an jeder Nullstelle der 
Function 6(&) so unendlich, dals erst 


(v — w)’p(@) 
in der Umgebung derselben regulären Verhaltens ist und wird an allen 


übrigen Stellen regulär; sie mufs daher als Quotient zweier ganzen 
Funetionen darstellbar sein. 
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Die Function nn ist nicht mehr doppeltperiodisch, es entstehen 


vielmehr durch Integration der letzten Gleichungen die Beziehungen 
ce’ (c< +20) _ 0’() 
cc +20) c(&) +27 
o(2< +20) _ 6’(&) ER 
.- sc +20) ck) +20 


und hier sind die -Constanten 2n und 2n’ so zu bestimmen, dafs für 


x = — 0» die richtigen Gleichungen 
o(—o) | 6 (o) ER ENKHC 
oo) lo)? oa) c(®) 


hervorgehen. Man erhält 
__.6°(o) ACH) 

ler c(@) ’ Lee: co). 

Eine abermalige Integration führt unter Rücksicht auf die Gleichungen 
oc(—o) = —6(0), 6-0) = —6(W) 
zu den Relationen 
oc +20) = —_et@tols(k),, 6a +20) = —eretNIglK). 

Bildet man aus jeder dieser Gleichungen 6(&-+20-+-2o), so müssen 
nothwendig die Exponenten in den Factoren bei 6(«) 


27a +@+20) +27 (c +0) 
2n@+@+20)+2n@+ 0) 


bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von 2x: gleich sein. Es wird also 
29+27)2+2n0 +20 +4n@— (2y+2m)a+270+27@+4ne) 
— +2msi 


und 


oder 
mM 


1 -yea=tzmi. 
Kerner folgt aber bei der Änderung des Argumentes x um eine be- 
liebige Periode w der Function p (x) die Gleichung: 


s(c+2uo-+2uw) = 6(5+279) = (Ieretetrewartend)et)s(g), 


wo wir fernerhin für un+ wn = n schreiben. 
Es ist dann 
s(c +29) __ 6x) = = _.:6(#) 
s(c+20)  c(&) au a c(®) 


o(@), 
6(w”) 
An dieser Stelle soll noch die Function 6(x) durch ein einfach un- 
endliches Product dargestellt werden, in dem also nur ein Index un- 
endlich viele Werthe annehmen kann. 
Man bemerkt leicht, dafs die Nullstellen von 6(z) mit den Null- 
stellen der unendlich vielen Funetionen 


und wenn man @+@’= 0", n+n'= 1" setzt, speciell 7” — 
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sn,,t, sin,.@n@— x), sin,.2no +2) n=1,2,...o0) 
zusammenfallen, und es fragt sich, ob man o(z) als Product dieser 
Functionen darstellen kann. 


In dem Producte für o(x) darf man alle Factoren zusammen- 
nehmen, in denen u’ = O0 ist, denn das Product 


Ta 


u=—a 


ist gleichmälsig convergent, da ja 


und 
4% E04 
| | x 2 x 
c (1 — = — sin, 
2uo 20 
um. 


ist. Falst man dann alle Factoren zusammen, welche dasselbe u’ haben, 
so kann man deren Product gleich j 
+» x 1 een 
| (1 ER Re ee =) 
x 2u@-+ 2u'o’ 


setzen, denn die hier vorkommende Summe oder 


een ) 


rn 7% Sn (vw — x)? 
EN EEN. 1 
2 ae” 
oO - 
Wenn u’ somit alle Werthe a tritt gewils der Factor 
1 x” 
(5) 'w' 20 ne” 
EL +2 Bl! sin?( ne | en 


20 .- ( w 20.2. 0.20 
— —)e = —sın a .e 
20 TC 20 


ist nach der Formel 


gleich 


auf und es bleiben nur mehr die Producte 


1 (1- rn N W=-+1,+2,...46%) 


zu untersuchen, Schreibt man sie in der Form 


Biermann, Functionenthcorie. 
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x x 

20 20 
5 EN +0 2 = 

uw Y D 
20 20 ut u — 
u 1— a |e u 

a ud 


so hat man auch schon gefunden, dafs dieselben gleich 


5 , @ x 7L w 
nl 36) 2 
e 


’ 


sin zw’ 
zu setzen sind. Das Product aller Factoren von 6(x) kann man daher 
in der Form des einfach unendlichen Productes schreiben: 
x) sin —- (2u’o+«) 


sin > — (2u'o' _ 


in(23) E 1 
Sf ou’ ) 
sin ( [a) 


se) — 


Denn wenn man in den letzten Formeln 


ist nichts Anderes als Se 
x um 2@ vermehrt, so bleibt unter den Productzeichen Alles ungeän- 
dert, aber sin ( ) geht in — sin (2) und die Exponentialfunction in 


Bi vo) net) 


über, so dals auch hier die Gleichung 
> ent) (x) 


‘cc +20) = 


hervorgeht. 
Differentiirt man den vorletzten Ausdruck für 6 (x) logarithmisch, 


so erhält man nach Multiplication mit @ 
oe — 10 +7 eotg s()+ 1 > (ce (ee ar 2) cotga(" + N. 


(x) 
und diese Formel führt nach der Substitution z = w’ zu einem Aus- 
- mi. 


druck für 
on — no 


Dieser lautet: 
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u: = cotg(5- 32 (cotg Den = I — ootgn na 


( 1 
er ar cotg en . 
Doch weil cotg (u + iv) nach + convergirt, je nachdem v— F x 
wird, so wird 
r r TV 
a 
je nachdem in dem nicht reellen Quotienten z —= a-+iß BSo oder 


Ra) 50 


ist. Man übersieht nun auch, dafs die Function o(«) ungeändert 
bleibt, wenn man 2@ und 2%’ durch ein äquivalentes Grölsenpaar 


295 —=2po +2g0, 25 =2po +2g0 (pd—pga=-+]) 
ersetzt, dem 
27 —2pn +2, 27 = 2pnt+2gu 

zuzuordnen ist, und dafs bei positivem Werthe der Determinante 
pg — qp auch 

A 
wird, wenn Re) < 0 ist, 

Die Ähnlichkeit der Darstellungen von 


a 3) 
a 2 12,20 
a Ta v?n? 


vi 


und von 6(x) durch Sinusfunctionen springt in die Augen und führt 
auf die Vermuthung, dafs sin = aus 6(x) abgeleitet werden kann, 
wenn man ®’ einen ausgezeichneten Werth beilest. In der That: läfst 
man den positiven reellen Bestandtheil u) über alle Grenzen 


wachsen (ohne & unendlich klein werden zu lassen), so wird 
m 
u (1) a (2) 


und weil dann 


= 
B 
FEEN 
a 
43 
S 
Se 
| 
| 
| 


en n (eu atei Ze u), — 0 


EM! 
Er r7 
ist, gilt die Gleichung 
1 (nz 
(8) = e° be op sin (#2) 
und 


en Ole 
6(&) 20 eotg 207, 


6 (x) 7 =) Kae 3 
12 o® 
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$ 53. Der Laurent’sche Satz. 


Wir wenden uns wieder zu allgemein functionentheoretischen 
Fragen und vor Allem zu dem Laurent’schen Satze, der aussagt, 
dals man eine eindeutige analytische Function f(x), die in der Um- 
gebung jeder Stelle x, eines um einen Punkt £=c gelegenen ring- 
förmigen Gebietes, wo 

R,<le—el<R, 
ist, regulären Verhaltens bleibt, daselbst einheitlich durch eine nach 
positiven und negativen Potenzen von (« — c) fortschreitende Potenz- 


reihe 
1 


Ba) + hl 


darstellbar ist. 

Bei dem Beweise*) dieses Satzes kann man voraussetzen, dals 
c=( und f(x) eine ungerade Function sei, die bei der Vertauschung 
von —x mit & ihr Zeichen wechselt, weil jede Function F(x) als 
Summe einer geraden und ungeraden Function 


= (F@) + F(-2)), 5 (F@) — F(—2)) 
und somit auch als Summe 
fı(&) + afı(@) 
darzustellen ist, wo f(x) und f,(x) ungerade Functionen bezeichnen. 
Sobald der Laurent’sche Satz für ungerade Functionen f(x) bewiesen 
ist, gilt er allgemein. 
Wenn wir aulserdem f(x) auf die Form bringen 


(to +r&)) + + (tar) 
und für die Functionen f(x) + rG) und f(«) —f(&) die verlangte 


Entwicklung beweisen, haben wir wieder alles Nothwendige geleistet. 

Wir setzen ferner fest, dafs die Radien R, und R, des Ring- 
gebietes, an dessen Stellen sich f(x) regulär verhält, der Bedingung 
genügen 

Dh,=l|, 

denn andernfalls führt die Substitution —=YR,R,y zu einer Func- 
tion von Y, die in einem durch Radien r, und r, definirten Gebiete 
regulär ist, für welches »,n,=1 gilt. 

Sollte A, Null oder der größere Radius R, unendlich sein, so 
beschränke man das Gebiet zunächst auf ein anderes mit den Radien 
R, und R, und gehe von diesem zu einem neuen, wo 1,7, = 1 ist. 


*) Entnommen aus Schaeffer’s Abhandlung: Acta mathemat. Bd. 4, p. 375, 
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Unter den ringförmigen Bereichen um die Stelle Null mit zwei 

Radien R,, R, (R,R,=1) wähle man ferner eines, bei dem der 
grölsere Radius 


R,>1+Y2, 
d.h. grölser als die positive Wurzel der Gleichung a — —2. Dann ist 
R<yY2-—1, men ) R,— 7, >2 
Beschränkt man hierauf die Grölse 
2=%H = 
auf den Bereich, wo |2| < R, — . so wird 
2 
1 
f@) + f(z) 


daselbst eine eindeutige Function von 2 sein, denn jedem Werthe 2, 


innerhalb des Kreises RB, — - um die Stelle z2= 0 entsprechen nur ° 
2 
x Werthe_r, und &, = —, in deren Umgebung f(x) der Voraus- 
0 


setzung zufolge regulären Verhaltens ist. Es läfst sich deshalb 


1 
IOE=2/OENIE> 
in der Umgebung jeder Stelle 2, des genannten Bereiches nach Po- 
tenzen von 2 — 2, entwickeln. 
In der That kann man ja x — x, und — = — und dann auch 
0) 


f(«) und r(z) in der Umgebung jeder von z= +2 verschiedenen 
Stelle durch Potenzreihen nach 2 — 2, ausdrücken. Und wenngleich 
die Entwicklung der Differenzen (« — x,) und - = =) in der Um- 
gebung der Nullstellen der Diseriminante unserer Gleichung zwischen 


x und 2: 
x” — a2 +1=0 


d.h. in der Umgebung von z=-t2, dem u =, = +1 entspricht, 
nicht möglich ist, so ist @(z) daselbst trotzdem regulär, weil die Ver- 
einigung der aus den Reihen 
()-BR@—1) ud fL)= Bl; —1) 
und 
)-Be@+) wm (C)=- Bl +!) 
entstammenden Glieder 
el und, (1) 
beziehungsweise 
a Dre undna,’ G = 1)" 
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eine ganze rationale Function von 2—2 oder z+2 wird. Man kann 


nämlich eine Summe 
v 
Ale +- 
ul 
ui 
als rationale Function von 2 ausdrücken, da 


le) rt) 


ist. 
Darnach lälst sich (2) innerhalb des Kreises |2|= R, — 5 durch 
2 
eine einzige Potenzreihe B(2) und /(x) + fG) in dem Bereiche, wo 
1 1 
e+l2|<- 5; 
durch die Reihe 
1 
?e+,) 
darstellen. Diese nach positiven und negativen Potenzen von x zu 
ordnende Reihe convergirt aber für alle Stellen des durch zwei Radien 


o und z definirten Kreisringes, wo e durch die wegen der Bedingung 


R,>Yy2-+-1 stets vorkommende positive Wurzel der Gleichung 
1 1 
e+ ee R, — BR 
bestimmt ist. 
Wenn nun f(x) + rG) in dem Bereiche r <|x|< oe die ver- 
langte Darstellung findet, so wird die Gleichung 


+o 
a +rG) — B@+ 2) - Dar 


nach dem Princip der Fortsetzung auch in dem Gebiete 


1 
=; <lel<R, 
gelten. 
Setzt man andrersets „_1_ £ 
x ’ 
so kann man die innerhalb des Kreises |&|=R, N eindeutige Func- 


i R; 
tion von & 


vo) =t@+rl-z) 


durch eine Potenzreihe :B(8) und darnach f(x) + f ec =) in unserem 


Kreisringe durch eine Reihe 
+» 


Dia 


darstellen. 
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Dasselbe gilt für die Function 


1 f 1 1 U) 
lH H)+ tl + rl): 
Sind die zwei ursprünglichen Radien R, und R, (RR,=1) an die 
neuen Ungleichungen geknüpft: 
15 m Vor ıy 

so kann man den neuen Fall auf den früheren zurückführen, indem 
man 7/(x&) durch eindeutige Functionen einer Variabeln y ausdrückt, 
für die das zugehörige Ringgebiet, in welchem sie regulären Verhal- 
tens sind, die frühere SER, erfüllt. 

Ist die n! Potenz von —° 7. grölser als , so setze man @”—y. 
Bezeichnet dann. « eine Mr ar Einheitswurzel und führt man 
die n Functionen 


fu) — „(er fla) + (aa fan) + + + (eta)r f(er-ta)) 
(u=0,1,..,n—]1) 
ein, durch welche f(x) in der Form 


n—1 

fu (®) 

=D“ 
u=0 


ar 

auszudrücken ist, so sind die » Functionen f„ in einem dem Kreis- 
ringe von f(x) entsprechenden Bereiche der verlangten Beschaffenheit 
eindeutige Functionen von y, denn einem Werthe y, aus diesem Be- 
reiche gehören n Werthe von & zu, die in dem regulären Gebiete von 
f(x) liegen. 

Da ferner jeder Bestandtheil (a”’x)“ f(a’x) von f, nach ganzen 
Potenzen von & — x, und x — x, nach ganzen Potenzen von y — %, 
zu entwickeln ist, so kann man jede der Functionen f, nach positiven 
Potenzen von y— y, nach positiven und negativen Potenzen von Y 
darstellen. Setzt man wieder y=2”, so ergeben sich für die n Func- 
tionen f„ nach positiven und negativen Potenzen von & fortschreitende 
Reihen, und demgemäls wird f(x) in dem Bereiche R, <|z|<.R, 


ın der Form 
n—1 +» 
2 fu 
fa) = = 2 a > Au“ 
0 % wu=—o 
zu entwickeln sein. Damit ist der Laurent’sche Satz in allen seinen 


Theilen bewiesen. 
Die Reihe 


Prane) 
wi 
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convergirt für alle Stellen der Umgebung R, des Punktes oo, und 
wenn R, kleiner ist als jede beliebig kleine Grölse, so stellt diese 
Reihe offenbar eine beständig convergente d.h. ganze Function des 


Argumentes r dar, die für 0 verschwindet. Damit ist klar, dafs 


eine eindeutige Function in der Umgebung jeder isolirten singulären 
Stelle c in der Form 


G—)+8@- 09 


darstellbar ist, wo G@ eine mit dem Argument verschwindende ganze 
rationale oder transcendente Function bezeichnet, je nachdem die Stelle 
c eine aufserwesentlich oder wesentlich singuläre ist. Sobald c aber 


eine reguläre Stelle ist, muls G(—) identisch verschwinden. 


$ 54. Das Mittag-Leffler'sche Theorem. 


Wir gehen nun zur Lösung der zweiten der zu Eingang dieses 
Capitels gestellten Aufgaben, eine eindeutige analytische Function mit 
unendlich vielen vorgegebenen singulären Stellen, die eine Grenzstelle 
haben, als Summe solcher F'unctionen darzustellen, deren jede au/ser an 
einer Häufungsstelle nur am einer der gegebenen Stellen irregulären Ver- 
haltens vst.*) 

Wir zeigen zunächst, indem wir denselben Gang wie bei den 
ganzen Functionen einschlagen, dafs man stets eine eindeutige analy- 
tische Function bilden kann, welche überall regulären Verhaltens ist, 
ausgenommen in der Umgebung der von einander verschiedenen 
Stellen 

Ge 
mit der einzigen Häufungsstelle ©—=b, und welche in der Umgebung 
einer Stelle a, in der Form 


G, ) + B(@ — ,) 


darstellbar ist, wo A eine vorgegebene ganze rationale oder 


1 OL. 

transcendente Function des Argumentes a bedeutet, die mit 

= %— 4 

v 
verschwindet. 


Ist die Reihe singulärer Stellen a, endlich, so gibt es keine Grenz- 


stelle b und 
Ei 042) 


Wied. 


*) Siehe Weierstrafs, Functionenlehre 8.53, und Mittag-Leffler, Acta 
mathematica Bd. 4. 
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ist eine analytische Function der verlangten Art. Umgekehrt ist jede 
‘eindeutige analytische Function mit den singulären Stellen a,,a,,... 
@,„ durch einen Ausdruck der genannten Art darstellbar, denn die ein- 
deutige Function F(x) verhält sich in der Umgebung der isolirten sin- 
gulären Stelle a, wie ein Ausdruck 


te 


wo G, eine ganze rationale oder transcendente Function bezeichnet, 
je nachdem a, eine AS oder wesentlich singuläre Stelle ist. 


Die Differenz 
Fe) - 6, es 


vi 


verhält sich dann überall regulär und kann daher nur eine Con- 
stante sein. 
Der obige allgemeine Satz von Mittag-Leffler wird dadurch 


abgeleitet, dafs man aus den gegebenen Functionen G, (a eine 


Reihe anderer Functionen F',(x) dergestalt ableitet, dafs jede Differenz 
1 
Fa) — 6, (6) 


eine Function mit den zwei singulären Stellen a, und 5b oder eine Con- 
ke) 


stante wird und gleichzeitig die Summe DRK) in jedem Bereiche, 
v=l 

der keine der Stellen «a und db enthält, unbedingt und gleichmälsig 

convergirt. Dann ist nämlich diese Summe die verlangte Function 


und jede andere entsteht durch Addition einer ganzen Function & G— ,) 


Weierstrafs nimmt eine unendliche Reihe positiver Grölsen &,, &,, 
&,... von endlicher Summe auf und eine positive Größe e<1, setzt 
dann, wenn a,=0 oder oo ist, F,(x) = (2) , entwickelt aber 


in jedem andern Falle die gegebene Function 
ce” m, er) 


) En En) 0 ern Saar 


=, <1 convergente Reihe 


in eine innerhalb des Bereiches 


I =, 


Zara) 
u=0 4 


ze 
a, 


die für b= x die Form 


erhält und convergirt, solange 
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Im ersten Falle ist 


Se a,— Dr 
Day - DE (2) ee 


Le | ei) +3 = +) 
ea 
2. —. 


und die Coefficienten An werden der Reihe nach 


Am — () 
6) 
e 
Bi = 
4\ a,—b 
(02) ) 
= FI 
AnN— 


a,—b (5 bj 


er, 2 , cm, 
ME pe 
dy a,—b ; 1! 5 a EI ni > 


cm, 


een w—1 (w— 1)(w—2) 
Au a 1! En 2! (@, ee 


®) en 
W-DB-2)..@-(l-13)) —r 
+ we (a, —b)r ae Be pr 


usw. Im zweiten Falle nn wird 


el Ba)” 2) 
@, 


0% NN, “(a +1) /a\?, »(aH1)(a+2) (x \3 
en, de (a Mi ale + | 
und nun gibt der Vergleich der Coefficienten 


> cm, 
a0 - Sn, an = Dem 
1 v 


»=1l a, = 
1 > 

AU — Sp De) ae 
Zi Yv 


x De =, 
. 40 = DI rretD “+e—1) 


— MW a 


< (r) 
=Die 1)* (w+1) =. .(u+r— i) _y 


| ..#—1) ar 4 


Darstellung der eindeut. analyt. Functionen einer Veränderlichen, 347 


Ist dann db nicht unendlich, so kann man eine positive ganze Zahl 
m, so bestimmen, dafs der absolute Betrag der Reihe 


R,6) = 6 (,) Do, ,) = - Zr) 


an jeder Stelle des durch die Bedingung: 


a 


—b 
tr | 


EC — 


definirten Bereiches kleiner wird als &,, und ist b = oo, so lälst sich 
m, derart angeben, dals 
Ye Är 
“u=m,tl 


7 ) 
301 |@(E er (ey|- 
<e<6]1 kleiner wird als &,, und 


Sr, (x) 


vet 


an jeder Stelle des Bereiches | — 


ist die gesuchte Function. 
Um zunächst ganze Zahlen m, der geforderten Beschaffenheit zu 


finden, beachte man, dafs 6 | für jeden endlichen Werth des 


x 
Argumentes unbedingt convergir. Wenn man dann den Werth der 


Summe: 
Se 


% 
z==l &, 


für einen positiven endlichen Werth von &,= |x — a,| mit 9) be- 
zeichnet, so werden die Üoefficienten c®, den Ungleichungen genügen: 


ler ea 2% & 


und je nachdem b unendlich oder endlich ist, wird: 
(4) 
le Es N) 


°je,| 1% 


oder 


() 7 
Alt) 
Wählt man in dem Falle b= oo eine positive Gröfse 8 den Bedin- 
gungen gemäls 
s Deal: und Br al 
und die Grölse &, so, dals 


<Pß, 


2 


und versteht unter &, eine positive Gröfse, die kleiner als 1, aber 
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gröfser als ee ist, so wird in dem Bereiche 
x 
(v) x \M 
De) 


w=my,-i 
u R a 1 
Ssılus) ,_.: 


HB 

a = 
1 
98 eu 
1—ß 1— % 7 


denn es ist schon 


Sea) 


uzm,-+1 I ß 
und man sieht, dafs man m, nur der Bedingung 
) my+1 
9% B ® 
1—-ß 1—% x 


zu unterwerfen hat, um in der zugehörigen Function F',(x) eine der 
gesuchten Art zu besitzen. 


Ist db endlich, so wähle man eine positive Grölse « derart, dals 


ne und | ol|)=&,<|a,—b|e 


\a,— b 
ist, dann wird für jeden Werth des Bereiches =, <e 


Ko: 
[7 > 2 


und umsomehr 


g” & (a +«) Ra: 
ee 1+e 1—-(1+0)s 


wenn nur &, eine positive Grölse kleiner als 1 und gröfser als (1--«)e 
bezeichnet. Die Zahl m, suche man daher aus der Ungleichung: 


Rau 


Ist hierauf x, eine von den gegebenen Stellen a,, @,... und b 
verschiedene Stelle, so gibt es auch einen endlichen Bereich |x — &,| 
<o, der keine dieser Stellen enthält. Bezeichnet dann Ö eine beliebig: 
kleine positive Grölse, so wird man schliefslich eine ganze Zahl n so 
bestimmen können, dals für jeden Werth des Bereiches |«—x,| <e 


ze wel.) 


wird, denn es war ja im |,—5b|=0 und £— b sinkt nicht unter 
jeden Grad der Kleinheit herab. Weil daselbst auch 


u) Z En-tv (v es ir 2, SD > 


so leuchtet ein, dafs man n gemäls der für die gleichmälsige Conver- 


RE) 
c—b 
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genz der Reihe D’F,@) nothwendigen Bedingungen wählen kann 
NN 


d. h. entsprechend der Ungleichung: 


N, ve) 


v=1 
Deshalb aber convergirt auch die um eine endliche Anzahl von 
Gliedern F',(x) vermehrte Summe 


Dr, (x) 


De! 
in einer Umgebung der Stelle x, gleichmäfsig und läfst sich dort in 
eine Potenzreihe 


entwickeln und definirt somit wirklich eine analytische Function F'(x). 
Ist keine der Stellen a, und auch 5 nicht unendlich, so kann 
man diese Function F(x) in der Umgebung x = oo durch eine Reihe 


=i0. 


»(.) darstellen; aber in einem Bereiche: 
E rn au Ou; 
der aulser a, keine andere Stelle a, enthält, wird die Differenz 
F°(@) — Fu(@) 
durch eine Potenzreihe B(x|a,) zu definiren sein, d.h. man hat 
daselbst 


My 


F(&);='@ (Je) + Ple@lar) — 2)" 


Ce 


= (a) + Bı@lan), 


%— 07 


und falls a = © ist, 


Fl) = GH) +B()- 


Darnach besitzt die Function F(x) in der That das genannte Ver- 
halten und definirt eine eindeutige analytische Function mit den un- 
endlich vielen singulären Stellen a, und b, von denen a, je nach der 


v 


Beschaffenheit der ganzen Functionen 6 ) eine aulserwesent- 


lich oder wesentlich singuläre Stelle sein wird.*) 

Bei der Construction von F'(z) blieben noch unendlich viele Grö- 
(sen gewissermalsen willkürlich, darum gibt es auch unendlich viele 
Functionen der verlangten Art. Die Addition einer überall aulser in 


*, Vergl. auch Casorati, Aggiunte a recenti lavori dei Signori Weierstrafs 
e Mittag-Leffler (Annali di matematica pura ed applicata serie Il®, tomo X. 
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b regulären Function zu F(x) — und das muls eine ganze Function 


G(—;) sein — gibt wieder eine Function derselben Beschaffenheit. 
Indem man GC) noch in eine gleichmälsig convergente Summe 
ganzer Functionen »() zerlegt und F,(2) +9, mit ©,(x) be- 


zeichnet, erscheint auch die neue Function als Summe unendlich vieler 
Functionen, deren jede aulser b nur eine singuläre Stelle a, besitzt. 

Ist umgekehrt eine eindeutige analytische Function F'(x) gegeben, 
deren Stetigkeitsbereich durch die Stellen 


q; do, ‚Asy ..oe 
und die Häufungsstelle d begrenzt ist, und die ferner in der Umgebung 
der isolirten singulären Stelle a, in der Form 


Re) 


verschwindende 


darstellbar ist, wo G, eine mit dem Argument „—, 
v 

ganze rationale oder transcendente Function bezeichnet, je nachdem 

a, aulserwesentlich oder wesentlich singulär ist, so leite man aus den 


Functionen G, in der angegebenen Weise die Functionen F,(x) und 


dann DF@) ab. Darauf wird 


F'(&) Dre 


: » 1 5 
nur eine ganze Function 7 -) sein. Nach der Zerlegung 


1 1 
(5) - 2.6) 

und der Vereinigung F',(«) + 9) — d,(«) wird die gegebene 
Function F(z) durch eine unendliche Summe analytischer Functionen 
dargestellt, deren jede neben b nur eine einzige singuläre Stelle a, 
besitzt. Damit ist der zu Beginn dieses Paragraphen verlangte Satz 
in dem Umfange bewiesen, dals die Stellen a, auch wesentlich sin- 
gulär sein können. 

Wir machen noch eine Bemerkung über die Ermittlung der ganzen 
Zahlen m,. Die eindeutige Function F'(x) besitze die unendlich vielen 
aulserwesentlich singulären Stellen erster Ordnung 


Ay; Agy...Avyee. g 
unter denen die Null nicht vorkommen soll, und die wesentlich sin- 


guläre Stelle oo. Heifsen ferner die den Stellen a, zugeordneten Func- 
tionen 
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so bilde man 


v A, 
2 a 


( 
Be ln, 2 
KL — a, kt a, av (X = a,) 


62) 
Wir wissen bereits, dals >’ F,(@) gleichmälsig convergirt, wenn m, 


vl 


diejenigen ganzen Zahlen sind, für welche 
on 

vl Ne 
beständig convergirt. Wenn also a,, a,,... die Nullstellen einer 


ganzen Function m!® Ranges sind, so hat die Function mit den aulser- 
wesentlich singulären Stellen erster Ordnung (a,, @,,...) die Gestalt: 


(«) 


& Y) 


N x” 
Fa) - 2 _—— _ +0@), 


v=1% (& SL 4,) 
und darin bezeichnet c”, den Üoefficienten von («—a,)-! in der Ent- 
wicklung der Function F(x) um die Stelle a,. 
Sind die den singulären Stellen einer gegebenen Function F'(z) 
zugeordneten Functionen 


Ele er 


und ist die Bedingung («) erfüllt, so kann man bei der Bildung von 


a 1 a = Bf eo N“ 
On) 
m, = m,—k setzen. *) > 
Man kann jetzt die frühere Function p(x) auch durch die Forde- 


rung einführen: es ist eine Function herzustellen, welche an allen 
Stellen 


=2u0 +2uW0, we“=0, +1, 42,... 


unendlich wird wie Sie muls dann die Form haben: 


= +2, Er 


*) Diese Wahl der Gröfsen m/, ist mit der Bemerkung zu begründen, dafs 
die Function F(x) mit der (k—1)te" Derivirten der logarithmischen Ableitung von 


e Sıyam 
G(&) -[ IC: Er ee) = [u (oo), 


vl v 


— abgesehen von den Üoeffhicienten ce, — übereinkommt, 
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Wenn noch verlangt wird, dafs diese Function doppeltperiodisch ist, 
kann @ (x) — wie wir später sehen werden — nur eine Constante sein, 
und diese ist Null zu setzen, wenn man z. B. annimmt, dals 


lim (p (2) — = — (0 
2. —V 
wird. 
Eine andere Anwendung bestehe in der Darstellung der Function 
sr seemx als Summe rationaler Functionen. 


Weil die Entwicklung von cos mx in der Umgebung der Nullstelle 
— 2? FL mit dem Gliede 


x(— 1y+ (0 — a an ur) 
ey 
704354. 


2v 1 


beginnt, wird die der Unendlichkeitsstelle x = —, von m sec =% 


zugehörige Function: 


1 ; er pr 
(em) Ge) 


[e) 


und somit 
1)” +1 


7 sec T% TAEEL- » +5) + G(&) 
2 2 
-> 


(— 1)” 222 


a 2) Ne. ) 


doch hierin kann G(x) nur eine Constante und zwar sein. 
Entwickelt man dann in: 


sec = LED GR je 


_ (2) es #2) 


jedes einzelne Glied nach Potenzen von x? und summirt alle Potenz- 
reihen, so erhält man 


seen +2, € ne "> FA TER _ 


Die hier ee Summen: 


1 1 
ut gut But ae 


+ 6(@), 


bestimme man dadurch, dafs man den Quotienten 
1 rt 
22” 7 co: 
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in der Umgebung der Stelle «—=0 in eine Potenzreihe entwickelt und 
die Coefficienten gleichnamiger Glieder vergleicht. 
Dabei wird 


Ta > en 
(2v + 1)3 25° @»+ 15 fer 5 nee 
1) al 


$ 55. Erweiterung des Mittag-Leffler’schen Theorems.*) 
Der obige Mittag-Leffler’sche Satz läfst sich auf den Fall aus- 
dehnen, wo in dem Bereich der unbeschränkten Variabeln x irgend 
eine isolirte Punktmenge © gegeben ist: 
nn as ryese 
und eine Reihe ganzer rationaler oder transcendenter Functionen 


a 1 
ee Gl a) See 


die mit dem Argumente verschwinden. Auch dann gibt es eine im der 
Umgebung jeder, weder der Menge @, noch deren abgeleiteter Punkt- 
menge W’ angehörigen Stelle x, reguläre Function F(x), die in der 
Umgebung jeder isolirten Stelle a, in der Form 
1 x 
G, () + Pla — @) 
darstellbar ist. 
Enthält ©’ nicht wie früher eine einzige Stelle, so kommt es 
offenbar darauf an, die Menge @ derart abzutheilen, dafs zu jeder 


Theilmenge Q,. oder 
N 


eine Häufungsstelle b, gehört und diese Menge der Bedingung 


lim [a — d,| = 0 


Vz 
gemäls geordnet werden kann, oder dals man nach Annahme einer 
beliebig kleinen Gröfse ©, ein n finden kann, für welches 


a 0 mel, 2.) 
denn dann läfst sich jede Theilmenge Q,. und die Reihe zugeordneter 


Functionen (m) zur Öonstruction einer Function Fo (x) mit 
%— 4, 
den singulären Stellen a® (—=1,2,...) und b„ verwenden und es 


steht zu vermuthen, dafs 
rw (a) 
u 


eine Function der verlangten Art sein wird. Wenn Q’ nur aus einer 


*) Siehe Mittag-Leffler a. a. 0. 


Biermann, Functionentheorio. 


153 
[8° 


354 Sechstes Capitel. 


endlichen Anzahl von Stellen b. besteht, ist die besagte Theilung von 
Q in Mengen Q, gewils möglich und die Summe einer endlichen An- 
zahl von Functionen FW(x) gibt gewils eine an jeder nicht in der 
Punktmenge @ + ©’ enthaltenen Stelle reguläre Function. 

Besteht aber die Punktmenge 0’ aus unendlich vielen Stellen, so 
ordne man am besten jeder Stelle a, eine von Q’ b, derart zu, dals 
im,» —b,|=0 oder |, —b,)<® (v>n) 
wird. Das ist möglich, denn sind die Stellen von ®’ kurzweg b ge- 
nannt, so gehört zunächst jeder Stelle a, eine untere von Null ver- 

schiedene Grenze og, des absoluten Betrages 
Im —bl| 
zu. Diese wird erreicht, d.h. es gibt eine Stelle d,, wo |a,—b,| = 0, 
ist. Gibt es nämlich unendlich viele Stellen 
BIN, 0, 20. 


und definiren die absoluten Beträge |a, — b)| die Grenze _,, so ist 
die Häufungsstelle der db, die als eine der zweiten abgeleiteten Punkt- 
menge von @ angehörige Stelle auch in ©’ enthalten ist, die verlangte 
Stelle b,. 

Gerade eine solche Stelle db, ordne man a, zu. Dann kann man 
nach Annahme einer beliebig kleinen Grölse ® nicht mehr unendlich 
viele Stellen a, angeben, für welche die zugehörigen unteren Grenzen 
%,=|a,— b| gleich oder grölser wären als ©, denn diese würden eine 
Grenzstelle b’ definiren und |a,— b’| wäre für unendlich viele a, kleiner 
als eine beliebig kleine Gröfse und kleiner als ©. Darum gibt es in 
der That auch eine ganze Zahl %, sodals 

%=® oder |u—b,|<®, 
sobald v>n ist.*) 
Nach dieser Bestimmung der Stellen b, entwickle man die Func- 


tion @( - ) in eine Reihe: 
U —ı@ 


(4 
< 1 convergirt, suche wie früher eine 


2 ce 
() 
A) a, - Ir 
9) 0, [0 
Au =) 


b, 
ae, . . 
=; |< &<1 kleiner wird als &,, setze endlich 


r - la, — 

die in dem Bereiche — 
|e—b, 
ganze Zahl m, derart, dals 


a 


|u= mytl 


in dem Bereiche 


*) Natürlich kann unendlich vielen Stellen a, dieselbe Stelle b, zugehören, 
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Bi) = 0.) -Zarlch); 


so ist 
Fa) = D,F,(a) 


der Ausdruck, welcher in der Umgebung jeder von der Menge +9 
verschiedenen Stelle x, regulären Verhaltens ist und in der Umgebung 
einer Stelle der isolirten Punktmenge © durch 


(5) + Bea) 


dargestellt wird. Jeder andere Ausdruck gleicher Art entsteht aus 
F(x) durch Addition eines neuen analytischen Ausdruckes, der nur an 
den Stellen von © nicht regulären Verhaltens ist. 
Zum Beweise zeige man, dals in einer Umgebung o von &,, die 
keine Stelle der Menge +0’ enthält, F(x) gleichmälsig convergirt. 
Nennt man die untere Grenze aller Werthe |c—b| I, wo x jede 
Stelle des Bereiches |x— x,| < 0 bedeutet, so dafs also 


an ee a 
und setzt 22 = ®, so wird für alle Werthe v>n, für die |, —b,| 
<0® ist, 


a,—b5, @ 
x —b < alas 
Weil daselbst 
IF) < on & 
so leuchtet ein, dafs bei einer endlichen Summe Bar die Reihe 


v=i 


> (x) gleichmäfsig convergiren wird, denn man kann n so 
vl 
wählen, dafs 


Dıra) (n’>n) 


für alle Stellen der Umgebung oe von x, kleiner wird als eine beliebig 
kleine vorgegebene Grölse 0. 


Da aber auch die Differenz 
Dr) — Fı(a) 
v‚=1l 


in der Umgebung von a, gleichmäfsig convergirt, besitzt die analy- 
tische Function F'(x) — DR.) und endlich F(x) + ®(x) die ge- 
v=1 


nannten Eigenschaften, wenn ®(x) nur mehr an den Stellen b, irre- 
gulär ist. 


23% 
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Besteht der Bereich der gleichmäfsigen Convergenz eines der ge- 
fundenen Ausdrücke aus einem Continuum, so kann man jedes seiner 
Elemente ®(x|x,) aus jedem anderen ableiten, folglich stellt der Aus- 
druck innerhalb des Continuums eine monogene Function dar. Bildet 
die Punktmenge Q-+0Q’ die Begrenzung mehrerer Continua, die wohl 
gemeinsame Grenzstellen haben können, aber aus deren Innerem kein 
continuirlicher Übergang in ein nächstes Continuum zu bewerkstelligen 
ist, so wird der Ausdruck in dem einzelnen Bereiche eine monogene 
Function vollständig oder blos einen Theil einer solchen darstellen. 
Liegen z. B. die Stellen der Menge (9 + ©’) alle in einem Kreise 
|2e—a|=r und auf dessen Begrenzung, und-kann man aus dem In- 
nern desselben nicht nach den aulfserhalb liegenden Stellen gelangen, 


: 1 a 
verschwinden ferner die Functionen G, es) nicht identisch, so 
v 


wird F(x) innerhalb des Kreises eine monogene Function vollständig 
darstellen; ob aber F'(x) aufserhalb des Kreises auch eine eindeutige 
monogene Function darstellt, die nicht in das Innere desselben fort- 
zusetzen ist, das ist noch nicht entschieden. 

Angenommen, es sei bewiesen, dals es stets eine eindeutige ana- 
lytische Function gebe, die innerhalb eines von einer Punktmenge 
Q,+ 09, vollständig begrenzten Continuums regulär und an jeder Stelle 
a, der isolirten Menge @, in der Form 


Gl) + Bla — a) 


darstellbar ist, wo @, eine nicht identisch verschwindende ganze Func- 


tion bedeutet, die für Zt Null ist, so kann man zu der frühe- 


ren Menge Q+0' zurückkehrend folgende Fälle unterscheiden. Es ist 
möglich, dafs eine Theilmenge 9, +0, von +0 für sich ein Con- 
tinuum X, vollständig begrenzt, dann existirt innerhalb X, eine mono- 
gene Function f(x), deren singuläre Stellen diejenigen der Menge 
9,0%, sind. Enthält nun + @ eine zweite Theilmenge Q,+0,', 
die für sich ein anderes Continuum X, vollständig begrenzt, das aber 
theilweise mit X, zusammenfällt oder X, ganz enthält, so existirt vor 
Allem eine monogene Function F',(x) innerhalb W,, ferner gibt es in- 
nerhalb der Bereiche ®, und ®,, die aus Y, und X, entstehen, wenn 
man den X, und X, gemeinsamen Bereich G, von X, und X, in Ab- 
zug bringt, zwei Functionen F,(x) und F,(z), und endlich existirt 
auch eine monogene Function innerhalb @,. 


Da kann nun der Fall eintreten, dafs ein einziger Ausdruck (x), 
wenn er in X, F,(x) darstellt, gleichzeitig F,(x) darstellen mufs 
oder dals ein Ausdruck F,(x), F,(«), F,(x), oder innerhalb 3,, 6, 
und ®, F,(a), F,(&), F,(x) darstellen wird. 
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Um uns über diese Möglichkeiten zu orientiren, beweisen wir den 
eben genannten Satz über die Existenz einer monogenen Function 
F,(#), deren singuläre Stellen (®,-+9,') einen Bereich X, vollständig 
begrenzen, aufserhalb dessen aber noch Stellen existiren, und suchen 
hinterher Ausdrücke zu bilden, welche in verschiedenen Bereichen 
ihrer gleichmäfsigen Convergenz analytische Functionen vollständig 
oder nur theilweise darstellen. 

Wenn man beweisen will, dafs innerhalb eines Bereiches X, eine 
monogene Function F,(x) existirt, kann man festsetzen, dals F, (x) 
aulserhalb W, nicht regulär sei. 

Bezeichnet man mit b,, b,, d,,... aufserhalb X, + Q, oder auf 
der Begrenzung dieses Bereiches liegende Punkte und nennt b die 
Punkte von ©, d.h. die Begrenzungspunkte von X,+0@,, und heifst 
die untere Grenze von |b—5,| f,, so kann man die Stellen db, derart 
wählen, dafs die obere Grenze ß der ß, eine bestimmte endliche 
Grölse wird und dafs nach Annahme einer beliebig kleinen Gröfse ® 
auch ein n gefunden werden kann, für welches 

Ä I—b,|—B,< ©, 
sobald v>n ist. 

Falls die Stellen b, alle der Punktmenge Q,’ angehören, werden 
wie früher alle ß, Null zu setzen sein. 

Bezeichnet 

RE ONE 
wieder eine Reihe positiver Gröfsen von endlicher Summe und wählt 
man anstatt der einzigen Grölse e<<1 eine unendliche Reihe positiver 


Grölsen 


ED, ee. 


’ 2 
für welche lim &” = 1 ist, so bilde man aus den unseren Stellen a, 


zugeordneten (nicht identisch verschwindenden) ganzen Functionen 


G, =) F,(&) dadurch, dafs man die Zahlen m, nunmehr der Be- 


dingung gemäfs bestimmt: es soll 


a 


—b,\M 
(v) %, v 
>; Au (= 2) 


u=m, + 


<EH, 


= b, 


< 20, Zu diesem Zwecke hat man ebenso wie früher 


sobald = 


(8.347 und 348), aber entsprechend den verschiedenen Grölsen &” ver- 
schiedene Hilfsgrölsen B” und «{” einzuführen. 
Ist d,=0, so entnehme man m, der Ungleichung 


WW) m 
9: B 


1—-pN 1-. 
und wenn Db, endlich ist, der Ungleichung 
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LOREIR BE A A re 
be ya DEE N) 
wo die Bedeutung und Beschaffenheit der Grölsen ge Pr, «) und 
&”) nicht mehr erklärt zu werden braucht. 
Bezeichnet dann x, eine Stelle von X, + @, und enthält der Be- 
reich |e—z,| <o keine Stelle von Q,+ Q,, aulser etwa %, SO kann 


2 
ai: | für-alle Stellen 
x — b, 


dieses Bereiches kleiner wird als &”, wenn nur v >n ist. 
In der That: durchläuft x wieder alle Werthe des genannten Be- 
reiches und sucht man die untere Grenze / von 


e-5b)—-%, (W=1,2...), 

e-bI2% +1 
für alle x-Werthe des Bereiches |e—x,|<o. Ist dann 9<I, so wird 
a — bl < Br + 8, 


wenn v >n, und ebenso 


&y, 


man eine ganze Zahl n derart finden, dafs 


so ist 


a,—b, @-B, ’ 
BZ b, Lab, 
9+f,_® 3 : 2 : 
Da aber THE, sch, wo ß wieder die obere Grenze der ß, ist, so 
wird auch 
0,—b,| _@+B 
zeig 


Wenn man nun mit Rücksicht auf den endlichen Werth von ß und 
die Ungleichung ® < Il ein n, so bestimmt, dafs 


(0) 
Fe ZZ) 


so wird auch 
a4, 


x —b 


sein, wenn v grölser oder gleich ist der gröfseren der ganzen Zahlen 
N, und n.. 

Nunmehr ist die Existenz der innerhalb X, monogenen analytischen 
Function F, (x) erwiesen, denn der Ausdruck 


Dr, (<) 


v=1l 
definirt eine Funetion mit den geforderten Eigenschaften und jede an- 
dere geht durch Addition einer blos an den Stellen von Q,' irregulären 
Function hervor. 
Umgekehrt läfst sich eine eindeutige Function F(z) mit den sin- 
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gulären Stellen a,, a,... als Summe eines Ausdruckes D’F,@ und 
vl 


einer Function darstellen, die nur an den Stellen der aus der isolirten 
Punktmenge (a,, @da,...) abgeleiteten Menge Q’ nicht regulären Ver- 
haltens ist, denn nach dem Laurent’schen Satze kann man F(x) in 
der Umgebung von a, in der Form 


6, ) + B,(2 — a,) 


ausdrücken. 


'$ 56. Arithmetische Ausdrücke, die mehrere Functionen ganz 
oder theilweise darstellen. 


Es soll nunmehr untersucht werden, ob ein und derselbe Aus- 
druck in verschiedenen Bereichen seiner gleichmälsigen Convergenz 
verschiedene Functionen vollständig oder nur theilweise darstellen 
kann, oder ob er in manchen Bereichen Functionen vollständig und 
in anderen nur theilweise darstellt. 

Diese Frage ist von der oben angeregten verschieden, und wir 
werden hier nicht erfahren, ob die früher construirte Function (x) 
mit den singulären Stellen (9-0) in den continuirlichen Bereichen, 
die man erhält, indem man die Menge Q-+@ aus dem Bereiche der 
unbeschränkten Variabeln ausschliefst, lauter monogene Functionen dar- 
stellt, die über diese Bereiche nicht fortzusetzen sind. Wir werden 
uns aber mit der Antwort auf die erste Frage begnügen und es als 
wahrscheinlich hinstellen müssen, dafs F(x) nicht blos monogene 
Functionen vollständig darstellen wird. 

M. Tannery hat eine Reihe gebildet, die in der Umgebung jeder 


Stelle x, für welche 2]21 gleichmälsig convergirt und den Werth 
+1 oder —1 besitzt, je nachdem EIS! ist. 


Er geht von der Bemerkung aus, dafs unter der Annahme einer 
unendlichen Reihe positiver ganzer Zahlen 


RT yes 
mit der oberen Grenze oo 
n 
le 
| 


v=ol—m’ SEE 


ist, je nachdem || Ss 1 ist. Setzt man dann 
NE Ita" ı ü [tet _ 1 a1 


N v7 
el 


nu Ru—l ? 
a1 Ir 1— % 
so ı1st 
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S No = Au Ru—ı 
NO: je = a 
= 


ee 


- 42 nn = 
er nn en _ = 


Ba 


die verlangte Reihe. Bezeichnet za x eine rationale Function von 
x, so wird die Gesammtheit der Stellen x, für welche der absolute 
Betrag von x’ gleich 1 ist, in dem Bereiche der Variabeln Continua, 
in denen |x’| kleiner ist als Eins, von continuirlichen Bereichen tren- 
nen, wo |X| > 1. Dann aber ie y(2) = y(x) die Summe unendlich 
vieler rationaler Functionen, die in den Bereichen, wo |«' 21 ist, den 
Werth 1 besitzt; aber dort, wo |x|=1 ist, convergirt x(x) nicht. 
Ist x nur eine lineare Function von =&-+ip: 


u — Fan Fr f(®), 


wo die Coeffieienten durch Division von Vad—Pßy stets so umzuwan- 
deln sind, das @öd — ßy=1 wird, so wird die Gleichung eines 
Kreises um die Stelle m 4 in in der Form: 


|x — (m + in) 
A(& + n?) — 2mA&5 — 2nAn + (m + m — ı)A = 0 


oder in der Form zu schreiben sein: 
As, + Be+ Bu, +C=0, 
wenn x, und B, die conjugirten Werthe von x und B und A und C 
reelle Grölsen sind. Das aus diesem Kreise durch die Substitution 
2 =/@) udn, = @o®o tr Po 
ß R YoX%o + 60 
abzuleitende Gebilde: 


A(ac+P) (@,&+B)+ Bla +Pß) (y%+ 90) + Bo(lay&u + Bo) (P%-+9) 
+OYPECHI) (YRo+ d,)= 0 


©2,(Aaa, + Bay, + Buauy + Cyyo) 
+3 (Aaß, + Bad, + B,a,d + Oyd,) 
+%Amß + BByn + Boßor + OYo0) 
= (APB, ug Bß0, 2 BP, eF C90,) =; 0, 


wo &y, Po, Yo, 9, die a, ß, Y, Ö conjugirten Gröfsen sind, ist offen- 
bar wieder ein Kreis. 


Wir theilen die Variabelnebene nun durch beliebige Kreise 


ur 
oder 


oder 


le—-a,|=n; —-%|=nr,...|2-|=n; 
von denen niemals zwei einen Bereich gemein haben, in n-+-1 Theile 
und bestimmen » Functionen. 
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0,c-+ß, 
X, = „et5,’ 
so dals |x,| auf dem Kreise e—a,|=r, gleich Eins ist. Dann hat 
|&,| innerhalb des Kreises stets einen Werth 21 und aulserhalb des- 
selben einen Werth, der Ss 1 ist. 
Ist z.B. |x,| (v=1,2,...n) in dem Bereiche |e —a,| < r, klei- 
ner als Eins und sind 


A), la)... Pal) 
eindeutige Functionen, deren Stetigkeitsbereich blos durch eine unend- 
liche Anzahl aufserwesentlich und eine endliche Anzahl wesentlich 
singulärer Stellen begrenzt ist, auf dals sie in einem unendlichen Be- 
reiche regulär sind, so hat der Ausdruck 


F,@) + ! DU + u) (Pula) — F,(e)) 


v=1 

die Eigenschaft, die Function F',(x) so lange darzustellen, als x inner- 
halb des Kreises r, liegt, und F,(x) darzustellen, so lange « in dem 
Kreise r„ sich befindet, d.h. derselbe Ausdruck stellt in verschiedenen 
Theilen seines Üonvergenzbereiches verschiedene Functionen nur theil- 
weise dar. Sollten aber die Functionen F,(&),... £,(x) nur innerhalb 
der Kreise r,...r„, und sollte F,(x) aulserhalb aller Kreise allein 
existiren, so stellt derselbe Ausdruck verschiedene Functionen voll- 
ständig dar. 

Sind andrerseits die n Kreise so gewählt, dafs jeder von dem fol- 
genden umschlossen wird, wobei der Bereich der Variabeln x wieder 
in n+1 Theile gesondert ist, so wird der Ausdruck 


= (Fanla) + Fo) — > (Fu11(®) — F,(0))v(#,) 


in dem ersten Kreise F, (x), in dem daran grenzenden ringförmigen 
Gebiete F',(x) usw., endlich aufserhalb des letzten Kreises F,+1 (x) 
darstellen. Wenn die Functionen F\ (x)... F„+1(%) nur eine endliche 
Anzahl wesentlich singulärer Stellen besitzen, stellt der genannte Aus- 
druck in den einzelnen Bereichen Theile verschiedener Functionen dar, 
wenn aber F', (x) innerhalb des ersten, F,(x) innerhalb des zweiten 
usw., F„11(&) innerhalb des letzten Bereiches allein existirt, repräsen- 
tirt derselbe Ausdruck mehrere Functionen vollständig, und wenn end- 
lich F,(x) innerhalb des ersten Kreises, F',(x) in dem zweiten Kreise 
und F„+ı(2) innerhalb der ganzen Ebene existirt, so bringt unser 
Ausdruck eine Function, nämlich F\, (x), vollständig und die übrigen 
nur theilweise zur Darstellung. 

Wir sehen also an diesen einfachen Beispielen, dals alle der früher 
genannten Fälle vorkommen. 
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Das Wesentliche dieser Erörterungen besteht aber in der Erkennt- 
nis, dals der Begriff der -monogenen Function mit dem Begriff einer 
durch Gröfsenoperationen ausdrückbaren Abhängigkeit nicht vollkommen 
zusammenfällt.*) Uud wenn man zwei Functionen als identisch er- 
kennt, die in der Umgebung einer Stelle ©, für unendlich viele Werthe 
mit der Häufungsstelle x, übereinstimmen, so ist die Identität zweier 
Ausdrücke, deren Bereich gleichmälsiger Convergenz aus verschiedenen 
Continuis besteht, erst dann erwiesen, wenn man die Identität der 
verschiedenen Functionen, welche sie darstellen, erkannt hat. 


$ 57. Darstellung eindeutiger Functionen durch Producte. 


Es ist schon früher geglückt, nicht allein die ganze, sondern 
auch die eindeutige Function mit einer wesentlichen und unendlich 
vielen aulserwesentlich singulären Stellen durch den Quotienten unend- 
licher Producte von Primfunctionen darzustellen. 

Die Darstellung einer eindeutigen Function durch unendliche Pro- 
ducte soll nunmehr verallgemeinert werden. 

Zu diesem Zwecke nehmen wir eine isolirte unendliche Punkt- 
menge Q an, die mit @ vereinigt ein Continuum A vollständig be- 
grenzt, ordnen den Stellen von @ 

f Os gyeiealyg.. 

positive oder negative ganze Zahlen 

DEN: 
zu und beweisen zunächst, dafs es stets eine monogene eindeutige 
Function F(x) gibt, die in der Umgebung jeder Stelle von X regu- 
lären Verhaltens ist, an den Stellen a, von der n,!® Ordnung Null 
oder unendlich .wird, je nachdem n, positiv oder negativ ist und in 
der Umgebung jeder solchen Stelle auf die Form 

(x 2 o era) 
gebracht werden kann, womit gesagt ist, dals sie daselbst aulser an 
der Stelle a, weder verschwindet noch unendlich wird. Die Stellen 
der Punktmenge ©’ sind wesentlich singuläre Stellen von F(&). Um- 
gekehrt wird aber jede Function dieser Eigenschaften in derselben 
Weise auszudrücken sein wie F(x). — 

Man ordne jeder Stelle a, wieder eine auf der Begrenzung von 
A + @ oder aufserhalb dieses Bereiches liegende Stelle db, in der frü- 
heren Weise zu und wähle eine Reihe positiver Gröfsen 

ES En NEN 


von endlicher Summe und eine weitere Reihe positiver Gröfsen 


*) Siehe Weierstrafs, Functionenlehre p. 79 u. =. £. 


Darstellung der eindeut. analyt. Functionen einer Veränderlichen. 363 


EM, ,... 


mit der Grenze 1, bilde endlich die Primfunctionen: 


so wird bei passender, mit den Grölsen &, und &®) zusammenhängender 


Wahl der positiven ganzen Zahlen m, das Product Ile» die ver- 
langte Function F(x) definiren. vi 

Ist a, von Null und Unendlich verschieden, so läfst sich die ge- 
nannte Primfunction in dem Bereiche 


a, b, 


a! 


BD, 
-— an dessen Stelle im Falle ),— » der Bereich 1 a Hr 
auf die Form 2 


[>] 
1 u) 
„>,(Z 


e k=m Hl 


bringen. Hier wähle man die ganze Zahl m, derart, dafs 


2 ı N Di 
N, ar DE 
WW \%0 0, 


K=my-l 


a,—b, 

= b, 
eine ganze Zahl n so angeben lälst, dals der absolute Betrag von 
a,b, 
2 —b, 
des Continuums X kleiner wird als &”, wofern v>n ist, so kann 
man auch eine ganze Zahl » der Beschaffenheit finden, dafs nach An- 


nahme einer Grölse Öö für alle die genannten Stellen der Umgebung 


von %, 
SR a,—b, ze 
> w ( 2) 
+1 
sobald »>n ist. Dann aber wird auch das Product 


II (x) = Ile. OJBE3 (x) 


vzn 


in dem Bereiche 


<.® kleiner wird als &. Da sich hierauf 


für alle durch eine Bedingung |e—x,| < eo definirten Stellen 


<o0, 


gleichzeitig convergiren und in der Umgebung jeder dem Gontinuum 
A angehörigen Stelle x, durch eine Potenzreihe PB, (x — x,) darzustellen 
sein. Weil das Product in eben diesem Bereiche weder Null noch un- 
endlich wird, kann man der letzten Reihe auch die Gestalt 

eB ®— 2) 
geben. 
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In der Umgebung einer der Menge @ angehörigen Stelle a, ist 
ein Bereich angebbar, in.dem der Quotient 


Ile» (&) 


Jen 
Bo) : 
regulären Verhaltens ist und nicht verschwindet, und darum lälst sich 
das Product daselbst in der Form 
(x — a) ee 

ausdrücken. 

Die Stellen a; sind also Null oder aulserwesentlich singuläre Stellen 
der durch das Product definirten analytischen Function und die in @' 
enthaltenen ie DT sind offenbar wesentlich singuläre Stellen. 


Das Product von Ile (x) und einer nur an den Stellen © ir- 


v=1 
regulären und innerhalb des Bereiches Y+0 nicht verschwindenden 
Function F,(x) genielst dieselben Eigenschaften. Bezeichnet man eine 
eindeutige monogene Function, die im Innern des Continuums A-+0Q 
regulär ist, mit /,(#), so hat F,(x) die Gestalt e%® und jede Func- 
tion der ursprünglich genannten Art ist in einem Ausdrucke 


Ile (x) .er® 


Vz 
enthalten. 


Heilsen die Stellen von Q@, denen positive Zahlen », zugehören, 
a,, diejenigen, welchen negative zugeordnet sind, «,, so kann man 


DW 
setzen, wenn unter E,(x, a,) und E,(«, &,) die Primfunctionen mit 
den Nullstellen a, resp. «, verstanden sind. 
ÖOrdnet man diesen Stellen a, und «, nur Punkte der Menge © 
zu, in welchem Falle man die früheren Grölsen &”) auf eine einzige & 
reduciren kann, die kleiner als I ist, und heifsen diese Punkte b, oder 


ß,, so wird 
ad > CZ by 


v v 
© LI). 
=ıl ß u 
i = s ” I) 
e 
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doch weil man einer endlichen oder unendlichen Anzahl von Stellen 
dieselben wesentlich singuläre Stellen der Bedingung lim |a,— b,| = 0 
oder lim |«,—ß,|=0 gemäls zuordnen kann, erhält das Product auch 


die Gestalt: 
Meks=n) 
Na, 
e? () —ı BR 
Me 
v FE ß, 


v=i 
wo G, und G, ganze Functionen ihrer Argumente bezeichnen. 
Dafür endlich kann man noch die weitere Form 


er ®) 18 I >) 
I1e(=3) 


ansetzen, wenn man die denselben singulären Stellen b, zuzuordnenden 
Null- ‘und Unendlichkeitsstellen a, und «, zusammenfalst. Gehört 
einer besonderen Stelle 5b; keine Null- öder Unendlichkeitsstelle zu, so 


wird für diese G, Ben beziehungsweise 6 I ) durch die Ein- 
—, | 


x —b 
heit zu ersetzen sein. 

Damit ist eine Darstellung einer eindeutigen monogenen Function 
mit unendlich vielen wesentlich singulären Stellen gewonnen, deren 
Form der Darstellung einer Function mit einer wesentlich singulären 
Stelle analog ist. Aber ebenso lälst sich jede monogene eindeutige 
Function mit vorgegebenen Null- und aulserwesentlichen Unendlich- 
keitsstellen ausdrücken, denn wenn eine solche Function auf die ge- 
nannte Art bestimmt ist, so wird der Quotient der gegebenen und 
dieser Function eine innerhalb A +0 reguläre Function eL®@, — 

Es ist nun auch ersichtlich, dafs wir für diese Functionen bezüg- 
lich ihrer Beschaffenheit in der Umgebung wesentlich singulärer Stellen 
dieselben Untersuchungen anstellen können, wie über die Function mit 
einer einzigen wesentlichen Singularität. Zunächst wird eine Function 
F(x) aufserhalb eines dem Bereiche Y-+-@ entnommenen Theilberei- 
ches 3 dem absoluten Betrage nach gewils gröfser als irgend eine 
vorgegebene Grölse R, und F(x) muls in unendlich kleiner Umgebung 
der wesentlich singulären Stellen einen unendlich grolsen Werth an- 
nehmen. Dann kommt ihr Werth daselbst jeder Gröfse beliebig nahe, da 


2 


v 


en dieselben wesentlich singulären Stellen besitzt wie F'(x) selbst. 

Die eindeutige Function wird aber auch jedem Werthe A aulser- 
halb eines Bereiches B beliebig nahe kommen, und dann gibt es in 
beliebiger Nähe von A einen Werth A,, den sie aulserhalb B wirklich 


erreicht, z. B. für 2=z.. 
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Einen in der Nähe von A und A, liegenden Werth A, erhält F'(x) 
dann für einen in.der Umgebung von x, liegenden Werth x,. Aber 
ferner gibt es aulserhalb dieser Umgebung Stellen x,', für welche F'(z) 
beliebig nahe an A, herankommt und etwa gleich A, wird. Diesen 
Werth nimmt F'(xz) also an zwei Stellen x,’ und x,’ an, wobei x,” in 
der Umgebung von x, und x, liegt. 

Hat man so fortschreitend einen in beliebiger Nähe von ‘A liegen- 
den Werth A, gefunden, den die Function F(x) für (n—1) Werthe 

BO) on a) 


ihres Stetigkeitsbereiches annimmt, so kann man auch einen A, be- 
nachbarten Werth A,„+ı angeben, den F'(z) für n Werthe 


1 2 
BU /WETREBE NEN 


erhält, von denen (a—1) in der Nähe der Stellen «9 (v—=1,2...n) 
liegen, inde[s der n*® aulserhalb dieser Bereiche liegt. 

Fixirt man also einen Werth A, dem F'(x) beliebig nahe kommt, 
so kann man in beliebig kleiner Umgebung von A Werthe angeben, 
die F(x) an beliebig vielen Stellen ihres Stetigkeitsbereiches annimmt.) 

Mit diesem Satze brechen wir die Untersuchungen über die allge- 
meinen eindeutigen analytischen Functionen ab und verweisen im 
Übrigen auf die schon eitirten Originalabhandlungen. 


*) Siehe Phragmen, Acta mathem. Bd.T, p. 40. 
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8 58. Allgemeine Eigenschaften der doppeltperiodischen Functionen, 
die im Endlichen den Charakter rationaler Functionen besitzen.*) 


Wir wenden uns wieder zu der Aufgabe, analytische Functionen 
zu ermitteln, welche besondere Eigenschaften genielsen. 

Eine analytische Function f(x) hiefs periodisch, wenn bei be- 
liebigem Werthe ihres Argumentes für gewisse constante Grölsen w 


die Gleichung 

fie + w) = f(®) 
besteht. Jede solche Oonstante w nannten wir eine Periode und jedes 
ganzzahlige Vielfache derselben ist wieder eine Periode. 

Man kann zunächst zeigen, dafs eine eindeutige oder endlich viel- 
deutige analytische Function f(x) keine unendlich kleine Perioden be- 
sitzen könne. 

Andernfalls hätte nämlich f(x) in der Umgebung einer regulären 
Stelle x,, wo die Darstellung 


fe) ta) He 


gilt, unendlich oft den Werth f(x,) oder & gäbe in jeder Nähe von 
%, unendlich viele Stellen, an denen 


zehn, 


verschwände und das ist mit der nothwendigen Voraussetzung, dafs 
f(&) — f(«,) nicht identisch Null ist, unvereinbar. 

Es gibt daher in einem endlichen Bereiche nur eine endliche An- 
zahl von Stellen + w, an denen f(x + w) = f(x) ist oder nur eine 
endliche Anzahl von Perioden, deren absoluter Betrag eine endliche 
Grenze nicht überschreitet. 


*) Vergleiche die Formeln und Lehrsätze von Schwarz und Kiepert’s 
schon genannte Abhandlung. 


368 Siebentes Capitel. I. Abschnitt. 


Unter den Stellen «= |x|(cosp +isinp), wo p constant ist, sei 
2% = |29| (cosp +ising) 
diejenige Periode mit dem kleinsten absoluten Betrage, dann sind alle 
übrigen derselben Form 
20 = |2o| cosp + i sing) 
ganzzahlige Vielfache von 2%: 20 =2n®. Wäre auch 2m%® eine 
Periode, wenn m keine ganze Zahl bedeutet, so mülste nach der Zer- 
legung m=n-+v |v|<1 zugleich mit 2mo& = 2n® + 2v@ auch 
2v% eine Periode sein und deren absoluter Betrag wäre kleiner als 
2%|. 
Gibt es aulser den Stellen 
ana mel, 2,... 
keine weiteren Perioden, so ist die Function einfach periodisch. Existiren 
aber noch andere Perioden 2% %’, so kann das Verhältnis nn vor Allem 
nicht reell sein, sonst wäre ja mit 
2noa = 2n,© + 2v,®, 
won, wieder eine ganze Zahl und |v,| < 1 ist, auch 2», © eine Periode. 

Bezeichnen 2o) und 2») Perioden von nicht reellem Verhältnis, 

so sind alle übrigen in der Formel 
2E,0® + 28,0% 
enthalten, wo &, und &, reelle Grölsen bedeuten. 

Unter der Voraussetzung einer blos endlichen Anzahl von Perioden- 
punkten in einem endlichen Bereiche kann man zeigen, dafs es ein 
Periodenpaar (250, 2%®) gibt, aus dem alle übrigen ganzzahlig zu- 
sammenzusetzen sind. *) 

: Wählt man nämlich eine Periode, in welcher &, = 0 ist und &, 
den kleinsten in dem Intervalle: 

| 
befindlichen Werth annimmt, und dann eine zweite, wo 5, und &, die 
kleinsten innerhalb der reellen Bereiche 
Iı<i,<1l 0<i<I1 
liegenden Werthe besitzen und nennt diese unter unserer Voraussetzung 
jedenfalls existirenden Perioden von nicht reellem Verhältnis: 
270 —2W HU, 200 — 20 ol) + 25W on, 
so erhält jede Periode 28,0% + 28,02) die Form 
2v, 0) + 29,8% +2,00) +2,09, 

wo n, und n, die Bedingungen 


*) Siehe Weierstrafs, Monatsberichte der Berliner Akad. 1876. 
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Du NOS 
erfüllen und v, und v, ganze Zahlen werden, denn man kann 
serien Ben i®+m 
setzen. Nun muls aber 
217,00 + 27,0% 
eine Periode sein, und weil das zufolge der Festsetzungen über die 
Beschaffenheit von 2@@) und 2% nur angeht, wenn n, und n, ver- 
schwinden, so haben wir in 29% und 2%@ wirklich Perioden, durch 
die jede andere ganzzahlig auszudrücken ist: 
28,00) + 28,09 — 2v, @) + 29,5% 

und wir wissen von früher her, dals es in einem endlichen Bereiche 
nur eine endliche Anzahl von Stellen solcher Art geben kann.. — 

Bilden wir aus drei Perioden 2@,, 2@,, 2@,, von denen keine 
zwei in reellem Verhältnis stehen dürfen, damit keine unendlich kleine 
Perioden existiren, die Perioden: 

25,0, 4250, + 25;0,, 
wo &,, &,, &; wieder reell sind und setzen voraus, dals in einem end- 
lichen Bereiche nur eine endliche Anzahl von Periodenstellen liegt, so 
kann man unter den Perioden ein System 
29, =2:0o,, 20,=2800,+2859 o,, 28, =280o, +259 0,4280 o, 
ausfindig machen, wo die Coefficienten &® (k=1,2,3) die kleinsten 
der an die Bedingungen 
o<&<1l, 8-0, ,—V0 


VS DEzRE, <U}, rl 


Va 

gebundenen Werthe von &,, &,, &,; sind, die bei Perioden vorkommen. 
Zerlegt man dann &,, &,, & in 28,0, + 25,0, + 28,0,: 

ervild) tn 

ern rd +M 

1 21.2 le 00.23) Ge 21 a 
und läfst v,, v,, v, ganze Zahlen sein, knüpft aber n,, 95, n, an die 
Ungleichungen 

Veen <sn, Ism<i), I<y<EHn, 
so erhält die aus 2@,, 2@,, 2, bestehende Periode die Form 
2v,0, + 27,0, + 2v,0;, 


21,0 + 2m®, + 230; 
kann keine Periode sein. 


Biermann, Functionentheorie, 24 


oder 


oder 


denn 
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Setzt man jetzt 
2 = %-+ iPr d==.172,,3), 
so lassen sich unter der Voraussetzung, dafs zwischen den Perioden 
20; keine ganzzahlige homogene lineare Gleichung besteht: 
24,0, +20, +20, —0, 
in welchem Falle eine der Perioden linear von den zwei übrigen ab- 
hinge und durch zwei neue Perioden ganzzahlig auszudrücken wäre, 
unendlich viele ganze Zahlen v,, v,, v, finden, für die 
+90, + v,a,| und |v,ß, + v,ß, + vzß;| 

unendlich klein wird*), d.h. es gibt unendlich kleine Perioden. Doch 
weil solche bei der eindeutigen (oder auch endlich vieldeutigen) ana- 
lytischen Function nicht vorkommen können, gibt es keine dreifach 
(und ebensowenig mehrfach) periodische eindeutige Functionen. 

Ein Periodenpaar der doppeltperiodischen Function, durch welches 
alle Perioden ganzzahlig in der Form 

w—= 2uo + 2u wo 
auszudrücken sind, heilst ein primitwes, doch es gibt — wie wir 
wissen — unendlich viele dem Paare (2®, 2) äquivalente Perioden- 
paare (2%,2%), durch welche man dieselbe Gesammtheit von Stellen 
w ganzzahlig ausdrücken kann. Dazu muls nur 
29 =2po +2g0, 295 =2po + 2go 
sein und die ganzen Zahlen p, q, p', q’ haben die Bedingung 
Po DI | 

zu erfüllen. 

Der nothwendig von Null verschiedene reelle Bestandtheil des 


Verhältnisses = besitzt dasselbe Zeichen wie 
vd -rORC,), 


daher können wir, ohne die Allgemeinheit zu beeinträchtigen, den 
weiteren Untersuchungen ein primitives Periodenpaar zu Grunde legen, 


bei welchem 
[© 
Re) 
positiv ist. 


Man nennt zwei Werthe des Argumentes congruent oder äguivalent, 
wenn ihre Differenz (2 — x,) eine Periode ist. Indem man aber die 
Differenz 

x — 2, = 280 + 280 
setzen kann, wo & und & reell sind, und ferner 


% — u, = 2uo + 2Wo + 2to + 210 


*) Siehe z.B. Koenigsberger: Elliptische Functionen 1. Bd. p. 363-—367. 
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gilt, wenn uw und w ganze Zahlen sind und Z und 7 reelle Werthe 
zwischen Null und Eins (0 ein- und 1 ausgeschlossen) bedeuten, so er- 
scheint jede Stelle x einem Werthe aus der Gesammtheit von Stellen, 
die durch 


ae 0er 


definirt sind, congruent. 

Man nennt diese Gesammtheit von Stellen in dem Bereiche der 
Variabeln ein Periodenparallelogramm. 

Die eindeutige Function f(x) mit den primitiven Perioden 2» und 
20° nimmt offenbar jeden Werth, den sie überhaupt annimmt, in jedem 
Periodenparallelogramm an und weil sie unendlich werden muls, be- 
sitzt sie gewils unendlich viele Unendlichkeitsstellen und kann keines- 


falls eine ganze Function sein. Da die Function denselben 


1 
To) —A 
Charakter hat wie f(x), mufs f(x) in dem Periodenparallelogramm 
jeden Werth annehmen und an jeder der Stelle x, congruenten Stelle 
% + w wird sie den Werth f(x,) in der gleichen Vielheit besitzen wie 
in &,, denn es ist 


fat w+h) =f(& + h) 


und die Function f(x) hat in der Umgebung von &, und x, + w eine 
gleichartige Entwicklung. 

Sind die singulären Stellen in dem Periodenparallelogramm nur 
aulserwesentlich singulär, so hat f(x) die einzige wesentlich singuläre 
Stelle co und ist durch den Quotienten ganzer Functionen G,(x) und 
G,(x) darstellbar. — 

Wir wollen uns nur mit solchen eindeutigen doppeltperiodischen 
Functionen beschäftigen, die sich im Endlichen durchaus wie eine 
rationale Function verhalten und somit einen und denselben Werth 
nur an einer endlichen Anzahl von Stellen des Periodenparallelogrammes 
annehmen können. 

Es handelt sich zunächst um die Aufstellung ihrer Ausdrücke. 
Nennt man noch Grad der doppeltperiodischen Function die ganze 
Zahl, welche die Anzahl der Unendlichkeitsstellen im Periodenparallelo- 
gramm, jede in der zugehörigen Ordnungszahl gezählt, angibt, so soll 
eine solehe Function m!“ Grades mit den Unendlichkeitsstellen 


“tw (u=1,2...m) 
und den Nullstellen „ +w (w=1,2...n) ceonstruirt werden. 
Bezeichnet g(u) eine ganze Function, so muls jede eindeutige 
Function der verlangten Art in dem Ausdrucke 
cu — U)o(u — Up)...6(u — U,,) 


ee ee ED ee ee) 
2) (u — v)0(W — d5)...o(u — v,) . 
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enthalten sein — wo 6(w) die in dem vorigen Capitel aufgestellte 
ganze Function mit den.Nullstellen 2Z2u@& + 2u'w bedeutet — , aber 
damit p(w) die primitiven Perioden 2» und 2% besitze, oder die Glei- 
chungen 


ylu+2o)—=ylu) und plu+ 20) — plu) 
gelten, müssen noch eine Reihe von Beziehungen bestehen, die mit 
Hilfe der bekannten Gleichungen: 


su — + 20) = — erw-uto)oy— u), = Ze 
eb he) = ernten), 12 
leicht zu finden sind. Es ist: 
2n(u+w) (m—n) — 2 ( u,— »)+ (u+2 0) — 
y(u + 20)= plu) Imre” Su Ze)+o o0W 


m N 


27 wreimn nl Du Dei )totet2urmot 


ui vl: 


p(u+20)—=gp(u)(—1”""”e 
und daher muls man 
m—n=0 (mod 2) 


gu +20) -gmW)=— 2n| (u + o) (m — n) en +2] + 2knmi 
17 v 


gu+20)—g(u)=— 27 («+ @) (m — n) > +2» |t2# 2 
m 7 


setzen, wo k und X ganze Zahlen bezeichnen. Differentiirt man die 
letzten Gleichungen zweimal, so erhält man die Gleichungen 


gu+20)=g'Ww), Ju+2o)—g (u), 
aus denen zu schlielsen ist, dals die ganze Function g’(x) nicht von 


uw abhängt oder eine Constante ist, denn sie kann als ganze Function 
von u nicht doppeltperiodisch sein. Setzt man daher 


„ d? 
Wr —C, 


so wird g(u) von der Form: 


gu) = Au? + Bu+C 


y(u +20) — g(Ww) =2A(u + o)20 + B2o 
9 u +20) —glu)=2Alu+ o)2o + B2w. 
Durch den Vergleich dieser Ausdrücke mit den früheren erhält man 
zunächst die Gleichungen: 
2Ao+m—n)n=0, 240" + m— nn" —=0, 


deren Determinante 


und 


2(on -on)=+ ri 
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ist, je nachdem Rt en Weil die Determinante nicht verschwindet, 
sind die Lösungen der Gleichungen 
A=(0 nd m n=($; 
d.h. die eindeutige doppeltperiodische Function, die im Endlichen den 
Charakter einer rationalen Function besitzt, wird in jedem Perioden- 
parallelogramm eben so oft Null als unendlich und hat daselbst jeden 
Werth in derjenigen Anzahl, welche der Grad anzeigt. 
Da auch die Gleichungen 


Do — 7, (U — dv.) = kei 
Bl 


Bo) Im u) —Khri 


BE 
bestehen, findet man bei positivem Re) 


6 (ko — ko) BL (©) 
(ko — ko) c(®) 


B=2ky7 - 2ky=27= 


Du — 2) = 2ho — 2ho — 2m. 

nt 
Setzt man endlich e =c, so erhält der allgemeinste Ausdruck einer 
eindeutigen doppeltperiodischen Funetion m!® Grades die Form 


Mm 
II cu — w,) we 
9 me: ERTET, 21% 
y(u) i E ee 


u= u 
m 


und zwar ist die Summe der inconyruenten Nullstellen > U. der Summe 
ul 
m 


der Unendlichkeitsstellen > % congruent: 


Be 


m 


DS, + 2uo Bao. _ Dr, 12% 


Bl: en! uw=1 


7=2un+2un 
Man muls aus dieser Beziehung folgern, dals eine eindeutige doppelt- 
periodische Function ersten Grades nicht existirt. 
Setzt man an Stelle vn %m +2% und für 


om— m )=H NIRIT N 
so erhält p(w) die Gestalt: 


we] 4 


und 
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aber hierin muls 
m Mm 


Sn 
wi: nl 
sein. Man kann also 2m + 1 Grölsen v„, u., C so bestimmen, dals 
die doppeltperiodische Function p(w) m‘ Grades in dieser letzten Form 
erscheint, doch ist dann die Summe der Gröfsen v„ gleich der der 
Grölsen u,. Wenn umgekehrt die Größsen u, v, (u=1...m) die 
Gleichung Da — vu) =0 erfüllen und niemals eine der Grölsen u, 
u=1 
einem v, congruent ist, so stellt 


eine doppeltperiodische Function m!" Grades dar. 
Bezeichnet u, eine den Gröfsen «,. und v„ incongruente Stelle, so 
kann man endlich 


om) __ II (u — W,) W — v,,) 


PU) j Ww— u) sw — v,) 


al 
setzen. 


Da die doppeltperiodische Function @(u) + A dieselben Unend- 
lichkeitsstellen v,„ besitzt wie p(u) und die m Nullstellen u, aus einem 
Periodenparallelogramme der Gleichung genügen: 


Dim Du. +20 


und ferner die Summe der Werthe des Argumentes, für welche g(«) + A 


gleich A ist, ebenfalls >. congruent ist, so folgt, dals die Summe 
derjenigen Werthe aus einem Periodenparallelogramme, für welche eine 


doppeltperiodische Function mt" Grades ein und denselben Werth an- 
nimmt, bis auf Perioden constant ist. 


.p . © . . 
Lälst man in unseren Formeln St eo) unendlich grols werden, in- 


dels 2® endlich und von Null verschieden bleibt, so wird aus p(w) 
eine eindeutige einfachperiodische Function hervorgehen, die im End- 
lichen den Charakter der rationalen Function besitzt. Berücksichtigt 
man, dafs o(u — w) in den Ausdruck 


1 (=): ( Y 
ler oo. am —u 
Pas sin 

7 20 


übergeht, so erhält man aus dem zuletzt angegebenen Ausdruck für 
p(u) 
9%) 


die Function; 
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m sin nee s en 
20 20 
teen u sin Be 
er 20 20 
oder 
ni rei ei zei 
“ (u—u,) — (u—u,) —— (do 2) = — (%—-d,) a 
ae 2 77) age “ 2m & TB u 2m 
f ! u ri Ein: Hi SFr 3 
Be See a se 
die eine rationale Function der Exponentialfunction e® ist. Aber eine 
uri 


rationale Function von e® , die im Endlichen keine wesentlich sin- 
guläre Stelle besitzt, wird nicht aufhören, einfach periodisch zu sein, 
wenn sie im Endlichen nicht dieselbe Anzahl von Null und Unendlich- 
keitsstellen aufweist. Ihr Ausdruck lautet: 


2 ( uni ee) 
[ | ) 
uni a 


ee eo - 


—H 
und wenn man hierin 
uni w ri eh A77a) Ch 
Se u a ee 
setzt, geht die Form: 
f fi 
2 ei | sin (u — u) nn 
Ce p Zahl N = 
q 
: TU 
sın (U — Vd 
I I ( „) 20 
vl 


hervor. Auch diese Function kann aus der doppeltperiodischen Function 
p(u) entspringen, wenn man nur zugleich mit R (>) m — p Null- 
stellen #,, und m — q Unendlichkeitsstellen in’s Unendliche rücken läfst. 


In der That: zerlegt man w in 


E20 + E20 


und schreibt 


ZEN ri 

a (u Wr 
e —— 

Tri I Ti 

(Us Carr (Wo — uw) D, 
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als Grenzausdruck nur 


Bi: 
Tr Der 


übrig bleibt und das allein ist hier nothwendig. 


$ 59. Neue Definition der doppeltperiodischen Function p(u). 
Darstellung jeder doppeltperiodischen Function durch p (u) 
und die Ableitungen dieser Function. 


Wir kehren zu den doppeltperiodischen Functionen zurück. 
Ist von den (n + 1) Grölsen 


U, My ln, ton) 
keine der Null congruent und sind von den ersten n keine zwei ein- 
ander äquivalent, so ist nach den früheren Sätzen 

sutut +] [sum 

OU, U, U, 3. Un) ET Ge er 
eine doppeltperiodische Function (n + 1)'°° Grades mit den Unendlich- 
keitsstellen (n + 1)! Ordnung » = 2u@ + 2wo’ und den Nullstellen . 
erster Ordnung, + w(v=1,2...n) und (ww +w+::+%W)+ w. 

Speciell hat die doppeltperiodische Funetion zweiten Grades mit 
den zweifachen Unendlichkeitsstellen w die Gestalt: 


u) m, 
® 
wo %, der Null inäquivalent sein mufs. Verfügt man über die Con- 
stante C, derart, dafs die Entwicklung von »(u, v,) in der Umgebung 
1 


der Stelle u=0 mit dem Gliede - beginnt, setzt also O, = — u? 


so hat die entstehende Function 


= \ WW H+W) ou —%) 
U (%, u,) . 6: (v) F 0°(u,) 
die Eigenthümlichkeit, von der uns schon bekannten doppeltperio- 
dischen Function 
ad? log ou) __ JM 1 1 
Bi du? =) ee eh (em — w)? w? 


My A 


höchstens um eine ganze Function abweichen zu können, weil die 
Differenz p(u) — v (u, %) im Endlichen nicht unendlich wird. Diese 
ganze Function muls aber eine Constante sein, weil p(u) — Yu, %,) 
doppeltperiodisch ist und zwar ist ihr Werth p(w,), denn p(u) — p(u,) 
verschwindet ebenso wie Y(u,«u,) an den Stellen + «,, — u. Daher 
besteht die Formel 
cut u)coluw — u 
p (%) F, p(u,) Zur u 2 . 
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Zufolge dieser ist die doppeltperiodische Function mit der zweifachen 
Unendlichkeitsstelle u = — v und den Nullstellen u, und (u, — 2) 
durch den nachstehenden Ausdruck definirt: 
—u)6 2 
ep +) — pl +0) Em. 
Ditferentiirt man die vorletzte Gleichung logarithmisch nach « respective 
%,, so erhält man die Gleichungen: 


S(u+ wm) a wm) ac _ Pw 
cu u) cu — u) c(u) p(u) — p(u,) 
ut) _ wm) ML —P 
su u) (u — u,) cWw) Pu) — p(u) 


und darnach ist: 
out) 6 (u) EVEN: 6 () 22 LPW)FP(W) : 
. sur) oW) 0) 2 plu) — pl) 
Die links stehende Function ist zugleich mit der rechts eine doppelt- 
periodische Function von u. 


Bezeichnet: man die Differenz MI _ I mit S(u,v), SO 


[a u) (u) 
mufs nun die Determinante (n + 2)!" Ordnung: 


ı® 1 oo 1 0 1] ee? 1 
"(% (tu + v,) 
Pol), 00) = S (un, on) 1 mern Bee ee 
R = . . ° % . ® 3 » . er . ° . s ° ö . . ° . 
o(u, + ©) o(u,+ v,) 
1 S(un, do) * * * S(Un, vn) 1 ee, 


eine doppeltperiodische Function (n + 1)!" Grades von «u, sein, deren 
einfache Unendlichkeits- und Nullstellen 


Oi, lin ln rl) 


n 
EU, (" + > m, +) 


et 


sind, auf dafs man 


tet T sw w) 
ae ul) } vl. 


n 
I] «+» 

vl 

setzen darf, wenn (, eine von “, unabhängige Constante bedeutet”). 
Doch weil die Determinante ebenso eine doppeltperiodische Function 
(n + 1)! Grades aller übrigen Argumente u, , %g,.. . Un und vg, %... . On 
ist, mu[s dieselbe die Form 


*) Vergleiche Frobenius und Stickelberger in Borchardt’s Journal Bd. 83. 
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watt] (u, — a) | | (0, —®,) 
= a & FR a D (u, Up Be Un; ©n) 
[le + 
4 


annehmen, wobei die in dem Zähler stehenden Producte nur über die- 
jenigen Factoren 6 (u; — u.) und 6(v3 — v„) auszudehnen sind, in 
welchen A < u, indels im Zähler alle (rn + 1)? Factoren o(u, + v.) 
(A,u=0,1,2...n) stehen. Die Determinante — R ist aber gerade 
gleich dem letzten Ausdruck, d.h. es kommt jetzt keine Constante mehr 
hinzu. Für n = 0 ist das unmittelbar zu ersehen und allgemein läfst 
sich diese Behauptung durch den Schlufs von n auf » + 1 beweisen. 
Multiplieirt man nämlich die letzte Zeile der Determinante mit «„ + ©, 
und setzt hierauf u, = — v„, so verschwinden alle Glieder bis auf 
das letzte 


°(u,+,) 
Un 9) sun? 
welches für «, = — v„ den Werth 1 annimmt, da die Entwicklung 
von o(w) nach Potenzen von « mit dem Gliede « beginnt. Die De- 
terminante geht also in die entsprechende mit den 2%» Argumenten 


Ugs Up +» -Un-ı, %—ı Über. Setzt man auch in dem — R angeblich 
äquivalenten Ausdruck, nachdem er mit „+ v„ multiplieirt ist, 
Un = — v„ und bemerkt die Beziehungen: 


OU — u): old), — v,) 


(u, + u): sw, + v) 


u ln One 


und 


derentwegen dieser Ausdruck ebenfalls in den analog aus den Argu- 
menten %y, %yy +++ Un-ı, Y%n-—ı gebildeten übergeht, so erscheint der Be- 
weis erbracht. — 

Schlielslich kann man die doppeltperiodische Function (n + I)!en 
Grades D noch rational durch die Function p und deren erste Ab- 
leitung p’ ausdrücken, denn es ist offenbar auch 


0 1 ce 1 
ı 1 r7wW-rw) ,,, ı PWr@) 
2 Plu) — P (oo) 2 pw) — pp) 
u e- 
re Pr, 
F 2 plu,) — Pw,) 2 pw) —-PW,) 


Da man aber der doppeltperiodischen Function zweiten Grades mit den 
zwei Unendlichkeitsstellen — v, und — v, und den Nullstellen «, und 
— (d% + %, + v,) die Gestalt 
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V, v V ® 
x o(w alu) 
la + ER) _ +28) 
geben kann, indels dieselbe Function hier in der Form 
[ i1pPW)—p(w) 1P (un) =? &) IE pWw—-pw) 1 a 
2 p(w)—p (vo) 2 p(m)—P(%) 2 p(u)— pw) 2 pl) -PpWw,) 
erscheint, werden wir gewahr, dafs die Function p(w + v) nothwendig 
durch »(u), p(v), p’(w), p'(v) darstellbar ist; doch darauf richten wir 
erst späterhin unsere Aufmerksamkeit. 

_Vorderhand interessirt es uns, auch die zu Beginn dieses Para- 
sraphen aufgestellte doppeltperiodische Function (n + 1)! Grades mit 
den Unendlichkeitsstellen » (n + 1)!" Ordnung rational durch p(w) 
und p’(w) auszudrücken. Wenngleich man zu diesem Zwecke in der 
früheren Determinante R die Stellen — 9%, — %yı,...— v, alle nach 
der Stelle Null zusammenrücken lassen könnte, wollen wir, anstatt 
diesen Grenzübergang zu bewerkstelligen, direct die doppeltperiodische 
Function: 


1 plu) Plu) - - - pr (u) 
| 1 pw) pa): ee ei) 


OU, U, u) 


1 plan) P ln) pet ln) 
mit den Unendlichkeitsstellen w der (n + 1)'" Ordnung und den Null- 


stellen 
U Ugy.. m und — (u tu, ++ u.) 
mit der Function 


swtu+ + | c(u — u,) 
u) Ex | 


vergleichen. 

Der Quotient beider kann nur eine von « unabhängige Constante 
C, sein, doch weil die Entwicklung von @ in der Umgebung von 
“= (0 mit dem Gliede 


Wil 


er (u) 


! 
a an N EN 


diejenige von Y (u, %,...%,) mit 
(— 1r om + u + + uw) ou) 6a)... (un) en 
beginnt, muls 


C (= 0 n!gp(u,, Ug,...%,) 
== nn 


su, + % +.:+%,) co) 6(%2). ...6(%,) 
sein. “Bildet man successive: 
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_|1 p(u)| _ s@+ u) (u — W) 
ou, %,) 1 piu)| 0? (u) 0?(u,) ’ 

9, cu + u + %) (u — u) 6(u — u.) o(ü ar 
(u, Un %,) = a) 2! : "=W) or 6° (W,) 


Pu, U, Un, U) = 


en ons} s(utu, al u— u) 6 (u— ug) 6 (W—Uz) 6 (U —Ug) 6 (u — Us) 6 (Un— Us) 
s*(u) s'(u,) 6'(uR) 0'(Wu;) 


usw., so folgt dhrehn den Schlufs vonn afn-+1 


DU, %ı, Un: Un) = 


n(n—1) sutwtW+-:: +] [eu | | (W—u,) 
—= (--]) A ae ı=ı Ak 


EI Kia”) 


y—i 


wo wieder A<u (A,u=1,2,...n) sein muls. 
Sind nicht allein die Grölsen 


ud tm Mt, tm): 


lan ia tat %) 


(n + 1) der Null inäquivalente Gröfsen und werden die Differenzen 


sondern auch 


Ur — Un, Wi — Vu WR — Vu 
nicht zu Perioden, so ist der Quotient 


p(u, Ur... %,) 
“ pw, 0...) ”. 
eine doppeltperiodische Function (n + 1)!" Grades mit den Nullstellen 


Ude u tn) 


und den Unendlichkeitsstellen 


Y der in - mt H: + 0) 
und p(u) kann als rationale Function von p(w) und deren (n — 1) 
ersten Ableitungen dargestellt werden®). Die doppeltperiodische Func- 
tion zweiten Grades mit den einfachen Null- und Unendlichkeitsstellen 
u, und — u, respective v, und — v, erscheint aber wieder als lineare 
Function von p(w) allein: 


cc?) ra) 

p(u) — Ppwı) 
und wir erschliefsen, dafs p(w) und p‘(w) in einer algebraischen Be- 
ziehung stehen, was ja auch nöthig ist, damit die Darstellungen von 
„PM, u, Up... %,) 
P(u, 9%, %g,...0,) 


*) Formeln und Lehrsätze $ 14. 


und, D(u,D,, % , Vase. An. Un) 
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fr, =—v, v=1,2...n) undv, = >. übereinkommen können. 
vl 

Man muls die Ableitungen pr(u) (v=2, 3,...) als rationale Func- 

tionen von p(u) und p’(w) ausdrücken können. 


Bevor wir hierauf eingehen, besprechen wir noch eine weitere 
Darstellung jeder eindeutigen doppeltperiodischen Function 


(u — u,) 
p(u) = ol cw—®) 
Nehmen wir an, dafs p(u) nur an m von einander verschiedenen und 
incongruenten Stellen v,, ®,...%, unendlich werde und da in den 


Ordnungen 
N, Mayo. N, 
m. 
worauf > N. =m ist, und lautet die Entwicklung in der Umgebung 
vu=1 
von vu 
0°) (ı) 


; Cu 
= nu SE on De v, @—v%,) St ud = vu); 


so setze man 


( a) d wa) 
PM du) — Qu sm—v,) 1 du o(u—v,) au 


=q en 


2: 378) 
de I ow—v,) 


co (Uu— v,) 


Ho 


dann kann die Differenz 


m 


ou) — >’ ou, ou) 


ul 
im Endlichen nirgends unendlich werden und ist einer ganzen Function 
g9(w) gleich zu setzen. Weil aber: 


> .( (x) Dow, 2) Eu =op(w) +» Se zu CP u) 


e=1 wmlızml 


eine doppeltperiodische Function ist, kann g (@) nur eine Constante 
C, und g(u) = O,u + C sein. Setzt man nun in der Gleichung 


ou) — pi, u Our 0 


ui 
an Stelle von u «+ 2@ und dann u + 2’, so erhält man mit Rück- 
sicht auf die schon abgeleitete Beziehung 


nn. m ıL27 @-po+g0, 7=pnt am) 
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die Relationen 


2n > 00-20 GV, 2m > 0) 200, 0, 
ui ul 
und weil die Determinante dieser Gleichungen nicht Null ist, hat man 


Ge 0Fund 00. Sr, 


Dann aber besteht die Formel: 


ma WUZE 4 a REN *\ 
ay 6 (u — v,) L I C, dt 5 (u v,) ) 
AN +Don% sw) ze dur s(u—v,) 
MS VA 


und wenn speciell p(w) an der Stelle u = 0 von der n!® Ordnung un- 
endlich ist, wird C, = (0 und 


R 089: , un re 
FW) —C+ Cap) GW) + + > (Wu) 


=o+a,rW)+apPW)+:+ mp" (m, 
wo man über die Constanten derart verfügen kann, dals p(w) an (n—1) 
vorgegebenen Stellen u, verschwindet. Die letzte n!° Nullstelle geht 
dann aus der Gleichung 


ut%t tTm—0 


hervor. 


$S 60. Gleichung zwischen p(u) und p (u). 


Um zu erkennen, in welcher Beziehung p(w) und p’(u) zu ein- 
ander stehen **), stellen wir die doppeltperiodische Function dritten 
Grades p’(w) mit der dreifachen Unendlichkeitsstelle u —= (0 und den 
Nullstellen u = o, ®, — (@ + ®’) durch die Function o(w) dar. Weil 
2 


das Anfangsglied der Entwicklung von p’(w) um die Stelle u=0 — nr 


ist, hat man 


BR ANERR oa+@+u sm— u) o(u—w) 
p (u) se 2° (u) 6(w) 6(w) c(»-+ ©) 2 


doch weil p’(w) eine ungerade Function je gilt auch 
nn ehren 

Bezeichnet man © + 0’ mit Me so gibt die ee der beiden 

Ausdrücke für p’(w) die Gleichung 

4 etw sw — u) solo + u) o(w” u 6(@ Eee — u) 


*(u) 0°(@) 0° (u) 6?(@') (u) 0?(w') 


(pw 
oder | 
(pw)? = 4 (plu) — P(o)) (lu) — Ple”)) (plu) — Po). 

*\ Kiepert.l.c.p. 25. 

**) Kiepertl. c. p. 24. 
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Schreibt man für 
r(o)= 4, p@)=e, Pla)—%, 

++, — A, +05 +86, > — 2, ans a, 

so erhält die letzte Gleichung die Gestalt: 
(u) = Alp) —e,) (pw —e) (pm —e,) 
 (EW) = AP’) — 91 P?(u) — 9,1 (W)—9;5- 

Die Üoefficienten g,, 9,, 95. können wir berechnen, indem wir p(u) 
und »(u) mit Hilfe der Darstellungen 


1 h 1 1 4 E 1 
»(u) = a [ = =) pw = Dre, 
in der Umgebung der Stelle u = 0 nach Potenzen von u entwickeln, 
die so zu gewinnenden Reihen in der letzten Gleichung einsetzen und 
die gleichnamigen Üoefficienten vergleichen. 
Bildet man 


1 ? 1 ö 
Der > (5) 
w*® ka 
w 
1 DEU 3 un? 4 un3 
nennen, 
und beachtet, dals die unbedingt convergenten Summen 


’ 1 e 
> sm (vie 1,273, 0) 


MM 


Ä Zu Ir 
verschwinden, und bezeichnet man die Summe > —,, mit c,, so folgt 
‚, W 
ist 


Da) = 5 + Zr — ame 


und darum wird 


‚ 2 < v—: 
Pa)— nt 2,20 — 1) (v — 1)e,u2r? 
Pu) = +66, + 100W + (140, +9 2)u +: 


‚ 


Pu) = + 241, +2, +27) + - 
(pw) = a en a_ 806; — (168c, — 120 )u + >. 
Dann aber ergeben sich die Beziehungen: 


„=I, —24,= 36 — 9, — 800, — 606%, — 9; 
oder 
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= 4a +&%+ 6) — Alplo) + ple”) + po) = 0 

%= 4a, +45 + &%) = 2er t+to’+ 6%) — 60, ae 
u SE 

ee 1402 ni 


und alle übrigen Größen 


2 1 
im ER 
: ei Buo+2u 0)” x + 


werden ganze Functionen von g, und g, oder c, und c.. 


Die verlangte Gleichung zwischen p(u) und p’(w) lautet jetzt 
(Pl)? = Ap’(u) — g2p(u) — 95- 
Doch damit wird 
vw) = 6’) — 39, PP) — 12plu) pw), 
Pu) — 120p°(u) — 189, (u) — 129, 
P® (u) = (860,p? (u) — 189,) p(u) 
usw. Allgemein ist jede gerade Ableitung p®” (u) eine ganze Func- 
tion von p(w) allein G(p(u)), hingegen p@’+V(u) hat die Gestalt 
@ (p).p (u), denn der Schluls von n auf (n-+1) I in der That: 
p®H> (u) = @(p)(dp?(u) — 9,P u) — 93) + @(p) (EP W)—49)—=@,(P) 
p9r9 (u) = GG (P). pw). 
Jetzt läfst sich mit Rücksicht auf die Entwicklungen des vorigen 
Paragraphen der allgemeine Satz aussprechen: 


Jede zu einem Periodenpaare (20,20) gehörige eindeutige doppelt- 
periodische Function p(u), die im Endlichen vom Charakter der ratio- 
nalen Function ist, läfst sich rational durch die zu demselben Perioden- 
paare gehörende Function p(u) und deren erste Ableitung p’ (u) aus- 
drücken. 


Wenn g(u) und @'(w) rationale Functionen von p(w) und p’(w) 


sind: 
p (u) =R ‚(p (u), p (%)); p (“) == R, (p( u), p( (%)), 
mufs auch eine algebraische Gleichung zwischen p(w) und en be- 


stehen, denn die Elimination von p(w) und p’(u) aus den ne 
für p(u) und p’(u) liefert eine solche Gleichung 


(9) 0. 
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$ 61. Differentialgleichung für die doppeltperiodische Function 
zweiten Grades. 


Es soll speciell die Differentialgleichung GH ) — () ermittelt 


werden, welcher jede doppeltperiodische Function @ zweiten Grades 
genügt. 
Hat @ die Unendlichkeitsstellen erster Ordnung 
v=v-+2uo-+2u'o), 
so lälst sich p in einer endlichen Umgebung der Stelle u—=» in der 


Form 
a 


9—=-,,+tPu—0o)— RW») 
darstellen und in dem Convergenzbereiche von ® oder ®, wird 
d ’ 
Fr FR ee Bun: 
Entlehnt man der ersten Gleichung oder vielmehr der Gleichung 
2 (w-o)Btlu—n) 


eine Darstellung von (u—v) in der Umgebung der Stelle = oo: 


so erhält n ‚ als Function von @ aufgefafst, die Form r 
d ED, 
Fr = pP +4,9+% DD 


Gibt man nun @ einen Werth @,, so sind die unendlich vielen 
zugehörigen Werthe des Argumentes « entweder congruent oder es ist 
die Summe irgend zweier incongruenter Werthe «, und «, bis auf 
eine Periode w constant gleich 2c. Aus der Öongruenz 


%.+ % = 2c 
folgt aber 
dam __ du, 
dpa do 
und man erkennt, dals nz als Function von @ nur zweideutig und 


a eindeutig ist. Da aber die Ableitung einer eindeutigen Func- 
tion @, die im Endlichen nur aufserwesentlich singuläre Stellen besitzt, 


6 5 Ba £ 
nur mit @ selbst unendlich wird, muls 3) eine ganze Function von 


p sein und in der Entwicklung 


(47) — Ayt +4Bp°+ 609! +4Dg+E+D 


B, 
vw 
»-=19 


Biermann, Functionentheorie, 35 
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sind alle Coefficienten B, Null zu setzen. Die Differentialgleichung, 
der p genügt, lautet daher: R 


do) — Ay! +4Bp+60p?+4Dp-+E 
oder 
2 — A(p — a,) (P — a) (P — ;) (P — 4,). 


Besitzt die Funetion @ nur Unendlichkeitsstellen zweiter Ordnung 
vw, so hat man 


aber niemals 


b 
DZ Ener (w—v) ie Pu — v) 
anzusetzen, denn nach dem Früheren hat ja g(w) die Gestalt 
+ a,p(u —v). 


Entwickelt man u—v nach steigenden Potenzen von (2): 


se —R 2) ’ 
9% 9% 
so bekömmt die Ableitung 


d — 24 Nr 
Et Pu) 
als Funetion von @-die Form: 
% dp 3 3 3 1 2 1 
En aD +%p°" + a9 CN eier 
1 p% p2 
Doch weil 


I Meran rad ae 


du 
wieder eine eindeutige und ganze Function von g ist, wird die Diffe- 
rentialgleichung lauten: 


2) — 49 +3Bp+309+D = Ap-e)(P—6,)(p-e,). 


Es handelt sich nun darum, die Bedeutung der Grölsen a,, @,, Q3, a, 
beziehungsweise e,, e&,, e, zu ergründen. 


Ist die Summe zweier zu demselben Functionswerthe p gehöriger 
inäquivalenter Argumentswerthe « bis auf eine Periode 2c, so wird 
pw = — pc — u), 

d.h. die Ableitungen haben an den Stellen « und 2e — u entgegen- 
gesetzte Werthe.e Nimmt man an, dafs nur Unendlichkeitsstellen 
erster Ordnung besitzt, so muls 9 (u) an der Stelle v=c endlich sein, 
denn andernfalls hätte @(w) die Unendlichkeitsstellen u = c-+w zwei- 
ter Ordnung. Man mufs dann wegen der Gleichungen 


yl)—y(e) und Yl)—= —Y’(e) 
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p'(ce)—=0 setzen und erfährt, dafs einer der Werthe a,, 4,, @y, 4, 
p(c) ist. 
Gibt man u die Werthe c+o, c+w, c-+@”, so erhält man die 

drei Gleichungen 

game) nl 0) u 

p(c+o) = —-Yyle—o) = —Y(c+o) 

PCR N Bl Or lea), 
aus welchen man erschlielst, dals 9(w) an den Stellen 

v=c-4+090,c+0,c+ 0" 

verschwindet, und weil die Summe je zweier der vier gefundenen Werthe 
für u der Grölse 2c inäquivalent ist, sind die zugehörigen Functions- 
werthe von einander verschieden und somit sind die Grölsen @,, @,, 
@y3, @, nichts anderes als die Functional werthe 


p(d), Yle+o), Yleto), Plce+«”) 
Man schreibt daher 
(E — App (0) (Pu)-plc+o)) (pH (c+@"))(p W-P (c+0')) 
und desgleichen gilt 


- wu — A(plu) — P(c + 0)) (plu) — P(c + @")) (P(w)— P(c+®')), 


wenn @(u) nur aulserwentlich singuläre Stellen zweiter Ordnung 
besitzt. *) 
Diese Differentialgleichungen 


dienen nebst einer Anfangsbedingung, welche einem beliebigen Werthe 


*) Die doppeltperiodische Function nt!" Grades mit den einfachen Unend- 


lichkeitsstellen 


UV stn 


in einem Periodenparallelogramm läfst daselbst die Darstellung 


de a) 


Mr 


zu, wenn ®(w)in dem Parallelogramm regulären Verhaltens ist, dieselben Schlufs- 
weisen wie früher und die Bemerkung, dafs die elementaren symmetrischen 


Functionen von ER 2 =1,2,...n) eindeutige ganze Functionen f(p) von 
—d, 

nicht höherem Gtade: als dem 2ten, 4ten und dem 2n'® sind, läfst wieder erkennen, 

dafs g einer Differentialgleichung erster Ordnung = mien Grades genügt: 


LO HH EN =, 


wo die Indices der Functionen f(y) die höchst möglichen Gradzahlen anzeigen, 
2b 
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von a einen von den Nullstellen der ganzen Function @(p) verschie- 
denen Functionalwerth willkürlich zuordnet, zur Definition der doppelt- 
periodischen Function zweiten Grades. Weil jede solche Function als 
lineare Function von p(wu) oder p(w-+v) darstellbar war, wo v eine 
Constante ist, kann man die genannten Differentialgleichungen durch 
lineare Substitutionen ineinander transformiren und speciell die eine 
untersuchen, welcher p(u) genügt. 

Wir wollen daher die Frage, was die doppeltperiodische Function 
zweiten Grades p(u) für eine Beschaffenheit erhält, wenn zwei Wur- 
zeln der Gleichung G(p)=0 einander gleich werden, dahin speciali- 
“ siren, dals wir nur die Beschaffenheit von p(w) erforschen, wenn die 
Gleichung 

a) 5 = AP a) Pe) P—- 8%) — 

zwei gleiche Wurzeln hat. Da aber ,=p(o), =p(o’), = au 
ist, ann die Gleichheit zweier Wurzeln e; nur ein besonderes Ver- 
hältnis der Perioden 2» und 2@ nach sich ziehen. 

Es liegt nahe zunächst festzusetzen, dafs RE) unendlich wird, 
während & von Null verschieden ist. :Weil dann 


a ne DR +56) . 
ist, wird FRE 3 e 
Di = Pam bed (@) 3 e) 


eı 

cos 30 

a UT 

Sin = 
(0) 


d.h. p(u) und seine Ableitungen sind nur mehr einfachperiodische 


Functionen. 
Substituirt man diese Ausdrücke in die Gleichung 


Pw) — 4p’(u) — 92P(u) — 95, 
so erhält man die Beziehungen: 


4 PLANE 8 m.6 
_. le.) 


p (u) = 2( 3 I 


und somit 
9 . a h) e 
(&) 2 u — 219, — 16(, — 8) (8 — e,)’ (a — N. 


Es müssen daher zwei Wurzeln e; einander gleich sein, und zwar 


hat man: N 
7 1 1 D) 2 iS 
r(o)=e — ) sin? (=) +5) = -&) = 3 
I x > ) 
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zu setzen. Umgekehrt erfordert auch die Gleichheit der Lösungen e, 
und e,, dafs die doppeltperiodische Function in eine einfachperio- 


dische übergeht. 
Sind gar alle drei Wurzeln e, einander gleich, so folgt wegen der 


Gleichung e,+e,+e, = 0 
a0, —=I, 58 —L0, 
und der Differentialgleichung 


d 2 
—= 49° (u) 


genügt die rationale Function 
1 
p (%) ee 


wenn dem Werthe u=0 p(u) = © zugeordnet wird. 


S 61. Additionstheorem der doppeltperiodischen Functionen. 
Um die früher erwähnte Darstellung von p(w-+v) durch p(w), 
»(v), p(w), p'(v) zu vollziehen, beachte man, dafs die doppeltperio- 
dische Function dritten Grades: 
l plu) Pu) 
I pa) 2a) 
1 pw) pw) 


„sur tw) om —u) (u Up) lıı — un) 
c’(u) 6° (ur) 0%) 


für u= — (u, +u,) verschwindet und daher die Gleichung; 
pP (4%) (ra)—r (&,)) +rw+%) (v (u) —p (%,)) 
+ p(u)P (m) — Pa) pa) = 0 


P(u, u, %) = 


besteht oder 
(vu + %))” (pa) — P@,))' 
—| pl, +u,) (9 (u) — 9 (u)) + Pu) 2 (u) — Pay) p (a) | 
—4(p(u,) — p(w,))’ (plu, + u) — p(o)) (pa, + u) — p(o”)) x 
x (plu, +) — p(@)). *) 


Setzt man anstatt «, und vw, «w und v, anstatt p(u-+v) 8, so ist 
die entstehende Gleichung: 
(S (pw) — P @)) + Pu) p’(w) — Pu) po)’ — 
— 4(p(u) - Pi) (S — Plo))8 — Pla) (8 — po) = 0 
für 


= plu+v), pw, pw) 


*) Formeln und Lehrsätze $ 12, Formel 14. 
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identisch erfüllt, indem p(w, %,, %,) auch für u=u, , u, verschwindet. 
Daher kann man die angeschriebene ganze Function von 8 gleich 


— 4(p(u) — PO)’ (S— pl +0) (S — pw) (8 — Po) 
setzen, und nun gibt der Vergleich der Coefficienten von S? die Glei- 
chung: 

4 (p(u) — pw)’ (p(o) + Pla”) + Po) + (rw) — Po — 
— 4(p(u) — pl) (p(u) + Po) + p(u + v)) 
vu+ = HEN — (pw) + 20)) 
Darnach ist 


Bun) — (Pi +2) 


oder 


und 
p (u) p’(w) 
ru +v) - pu -v) = — ————: 
Pure) (W—p(wı)? 
Wir sehen also, dals p(u + v) eine rationale Function von p(w), 
p(v), p(w), p’(v) und dann nach Elimination von p’(w) und p'(w) 
auch eine algebraische Function von p(u) und p(v) wird. 


Aber nicht allein die doppeltperiodische Function p (u), sondern 
jede andere p(w) mit der einzigen wesentlich singulären Stelle «= oo 
hat ein algebraisches Additionstheorem, denn wenn 


py(u)=R (p (u), pP ()) ‚, go)= R(p (vw), p' )), 
p(u+v) = R(p(u+v), p(u+0)) = R,(p(u), pl), 9 (u), P’(w)) 


ist, so kann man mit Rücksicht auf die Gleichungen 


(pw)? = 4p’(u) — 9,p(u) — 9; 

Pi) = AP’) — Pl) — 9; 
eine algebraische Gleichung 

G(p(u + v), yW), Pw)) = 0 
für (av) ableiten, deren Coefficienten ‚rationale Functionen von 
p(u) und p(v) sind. Man nennt die doppeltperiodischen Functionen, 
welche im Endlichen vom Charakter der rationalen Functionen sind, 
elliptische Functionen; diese haben also ein Additionstheorem. 

Sollte man umgekehrt = p(w), y= p’(w) auch rational durch 
&=gp(u), n=y(w) darstellen können, dann erhält das Additions- 
theorem für die Functionen p(u) dieselbe Gestalt wie das der Func- 
tion p(w), denn 


y(u +0) = Rı(p(w), po), P (u), p()) 


wird eine rationale Function von @ (u), p(v) und den ersten. Ablei- 
tungen pw), 90). 
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Nun wissen wir, dafs eine Transformation der algebraischen Glei- 
chung 
URCHE u el a Fe) 


“&n)—0 
mit Hilfe rationaler Functionen 
= Rla,y), n= Ra, y) 

umkehrbar ist, wenn @ nicht die Potenz einer irreductiblen ganzen 
Function, sondern selbst eine irreductible Function ist; wenn also 
wenigstens einem festen Werthe von &= (u) solche Werthepaare x 
und y zugehören, dafs die entsprechenden n-Werthe verschieden aus- 
fallen. 

Gibt man also u einen bestimmten Werth, berechnet dann @(w) 
= & und die hierzu gehörigen Werthepaare (x, y) oder 

(pw, pw) = (a, , b1), (@2, ba)». -. (Ar, br), 
so müssen zur eindeutigen Umkehrung der Transformation den aus 
den Gleichungen 
ru) —.=0, vw) -b=0 (e=1,2,...r) 
hervorgehenden Werthen 
v=u+w,wH4+t%w,...ut w 

wohl gleiche Functionswerthe p(#), aber ungleiche Werthe für @'(w) 
entsprechen. 

Zunächst ist klar, dafs einem Werthepaare a,, b, nur ein ein- 
ziger bis auf Perioden bestimmter Werth von « zugehört, denn die 
der Gleichung 


in 


pw) — a = 0 
genügenden #-Werthe sind aus einem ersten «, in folgender Weise 
gebildet; es ist 
v= LW+t MW. 
Weil aber p (— u) = —p’(wu) ist, kann nicht gleichzeitig 
pw) - db =0 und — plu) — be = 0 
sein, es mülste denn w= ®, 0”,0’ und = und b,=(0 sein, 
was im Allgemeinen nicht eintreten wird. 


Den v verschiedenen Werthepaaren (a,, b,) entsprechen somit r 
incongruente Werthe u,, und diesen sollen nun auch r verschiedene 
Werthepaare p(u,) = &, p (u) = n zugehören, oder weil 

Pla) = Pl) == Plüe) 
sein wird, sollen 
pl), Plur)ı...P (Mr) 
verschieden ausfallen. 
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Nehmen wir an, dafs 


Plie) = Plun) und Pu) = P (ln) 
ist, so werden auch alle höheren Ableitungen von p an den Stellen 
U, und %z dieselben Werthe erhalten, denn es ist ja 


06 
[77 2) ’ G 72 G 
p = 08 = 36 ’ Pa za’ 
091 dp 9p 


wo G,, @, usw. ganze Functionen von p und 9’ sind. Dann werden 
aber in hinlänglich kleiner Umgebung von ug und u, die Entwick- 
lungen von 9(wg+h) und @(u„-+ h) übereinstimmen, d.h. es besteht 
auch die Gleichung 


plug + h) = Plün + h) 
p(h) = pPlie — Un th), 


und üg — %„ wird eine Periode der Function p(u). 


oder 


Bezeichnet demnach (2, 2) ein primitives Periodenpaar der 
Functionen p(#) und p(«), so kann @'(wu,) nicht gleich 9 (u) sein — 
aufser an einzelnen Ausnahmsstellen, wo m verschwindet — und man 
kann umgekehrt p(w) und p’(w) rational durch p(w) und p (uw) aus- 
drücken. 

Wir sind damit bei dem Satze angelangt, dafs jede eindeutige 
doppeltperiodische Function p(u), die im Endlichen den Charakter der 
rationalen Function aufweist, auch ein Additionstheorem der Gestalt: 


p(u+% = Rip(u), Pl), p (u), P(v)) 


besitzt. 
Betrachtet man die algebraische Gleichung: 


Elpw+o), PW), 9w)) — 0 
und fragt nach denjenigen Functionen p, welche eine derartige Func- 
tionalgleichung erfüllen, so erhält man gewils noch allgemeinere Func- 
tionen als die eben genannten eindeutigen doppeltperiodischen Func- 
tionen, denn man kann der gegebenen Gleichung zufolge p(u--v) als 
Re ccho Function von g(u), P(v), p(w), P(v) entwickeln. Die. 
Den iation der Gleichung nach « I v führt auf die Relationen: 
06 0G op(u-tv 
Du) P as N v Br 0 
0@ “tv 
Ne 
und durch Subtraction erhält man 


0G n 
Pk RS PITORG OL 


d 
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Nun aber kann man p(u-+-v) in der verlangten Weise darstellen. 

Andrerseits lälst sich zeigen, dafs jede analytische Function 9 (u), 
welche ein algebraisches Additionstheorem 

G(plu +0), pw), 9W) — 0 It 
besitzt, entweder eine algebraische Function von u, oder e?® oder 
p(u) ist.*) 

M. Phragmen beweist ausführlich **), dafs jede analytische 

Function @(w), deren Elemente 

sc Bı@la), Bild), Bau + vla + b) 
die Relation 

ER ala), Peo|d), Put vla+d) = 0 

erfüllen, in jedem endlichen Bereiche von dem Charakter einer alge- 
braischen Function sein muls, die einer Gleichung entspringt, in wel- 
cher die Üoefficienten im Endlichen keine wesentlich singulären Stellen 
haben, und zeigt, dals zwischen den zu den Argumentswerthen «, v, 
w-+v gehörigen Functionalwerihen p(w), p(v), p(u-Hv) immer die- 
selbe Relation bestehen muls. 

Ist die Stelle « = oo eine wesentlich singuläre Stelle und 9 (w) 
eine endlich vieldeutige transcendente Function, so muls sie nothwen- 
dig periodisch sein. Ist nämlich die Gleichung @=0 in p(u-+ vo) 
vom m!" Grade, so gibt es immer Werthe «a, welche p(v) an (m--1) 
Stellen v,, %,...%+ı annimmt, und dann hat die Gleichung @ —=0) 
bei jedem Werthe von % mehr verschiedene Wurzeln als ihr Grad an- 
zeigt. Es müssen daher unter den Wurzeln: 


k \ 
put), Put v%),...Plu + im) (w—=1,2,...m) 
gleiche vorkommen; aber die Gleichung 


pw +v.) = ylu-+ v,) 
verräth, dafs vo, — ©, eine Periode ist. 
Lassen sich alle Perioden als ganzzahlige Vielfache einer einzigen 


2 ausdrücken, so ist p(w) eine endlich vieldeutige einfach periodische 
2riu 


Function, und zwar eine algebraische Function von e?®. 
Aufser diesen gibt es noch doppeltperiodische Functionen, die der 
hier behandelten Classe angehören, wenn sie eindeutig sein sollen. — 
Ist nunmehr eine algebraische Gleichung 


vorgelegt, die man mit Hilfe der rationalen Substitutionen 


= R(&,n), y= Rn) 


*) Formeln und Lehrsätze $ 1. 
**) Acta mathematica Bd. 7, 8. 33. 
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in die Gleichung 
P— 4a — 9% — 95 
umwandeln kann, dann darf man & und n als doppeltperiodische Func- 
tionen p(u) und p'(w) eines Parameters « auffassen und die Perioden 
von p(u) und p(w) sind diejenigen, welche der durch die Differential- 
gleichung: 
2 
y— (2) = 4° 29; 

definirten Function z=p(w), die für „=0 unendlich wird, zukommen. 

Die Gleichung G(&,n7)=0 kann nur vom ersten Range sein, 
denn es gibt ja rationale Funcetionen von & und n, die nur an einer 
Stelle « des Periodenparallelogramms und nur an einer Stelle (8, n) 
von der zweiten Ordnung unendlich Werden. Umgekehrt sieht man, 
dafs die algebraischen Gleichungen ersten Ranges mit Hilfe der ein- 
deutigen doppeltperiodischen Functionen zu discutiren sind. 


S 62. Berechnung primitiver Perioden. 


Nun handelt es sich aber um die Berechnung primitiver Perioden 
der durch die Differentialgleichung 


da&N\? 
(5) = 4° 92% — 93 
definirten doppeltperiodischen Function x = p(w). 
Da die Gleichung 


ee = 


besteht und andrerseits für jede Periode & die Differenz 

py(u +®@) — pl — ®) 
verschwindet, so gehen die halben Perioden offenbar als Lösungen der 
Gleichung 


pW)=0 oder yo) = 0 
hervor. Indem aber die zuerst genannten Werthe v» zu keiner neuen 
Definition der Perioden führen, brauchen wir nur diejenigen Werthe 
v zu suchen, für welche 


(» 0)’ = 4(p(o) —e,) (» (0) — 6,) (vl) — e,) 
verschwindet. 
_ Bedeutet hier e, den Werth, welchen die Function für v—- o-+w, 
e, den Werth, den p(v) für v=o’+w annimmt, so ist e, der Werth, 
den p(v) an den Stellen v= o+o+w= @’+w erhält. 
Angenommen, man habe aus der Differentialgleichung 
U. - 
di 4(© — &) (C — &) (© — 6;) 
irgend zwei «-Werthe ©, = o+w und @, = @+2w ermittelt, für 


=0,u=(0) 
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die x gleich e, respective e, wird, so mufs man hinterher nachsehen, 
wie die einmal fiwirten halben Perioden mit primitiven zusammenhängen 
oder ob sie selbst halbe primitive Perioden sind. 
Ist (20,20) ein primitives Periodenpaar und soll auch (2, , 2@,) 
ein solches sein, so müssen die Beziehungen bestehen: 
93 = pa tg =o-+tw 
3, = po+goV = o+w, 
wo die ganzen Zahlen p und g oder p’ und g’ nicht gleichzeitig ge- 
rade sein dürfen, indem sonst p(®,) oder 9(®,) nicht gleich e, oder 
e, wäre. Weil 
(u m 204) 2 6 (u) ‚ s(u-20,) Be c(%) r DEREN. 
s(u + 20,) or c(u) +2pn+2qn ’ ale, FE c(u) +2pn+2qan 


und 


(4) 
(1) 


=m+tan=N) 


6 ‚ WR. 
een pa = 
ist, wird 

N9 — 0, = mo — Ne)(pf— rd), 
und nachdem 

ne — Je — + 

ist, muls 

Mr RI + ln | 
sein, denn andernfalls könnte man 2@ und 2’ nicht ganzzahlig durch 
20, und 2@, ausdrücken. 

Man hat demnach zum Beweise, dals die einmal gewonnenen 
halben ‚Perioden 20,,2o, primitive sind, zu zeigen, dals 7, @,—n,0®, 
= +5 wird. — 

Vor der Bestimmung irgend welcher halber Perioden bemerken 
wir zunächst, dafs die unendlich vieldeutige Function u von & nirgends 
unendlich wird. 

Da das durch die Gleichung 

y— 40° — 9,9 — 9; = 40 — 0) (6) (6%) = Bw) 
definirte algebraische Gebilde in der Umgebung jeder endlichen, von 
(<= e und y = 0) verschiedenen Stellex=a, y= b in der Form: 

satt, y-b(l+tR() 


in der Unigebung von (&, 0) durch ein Functionenpaar 
a e? an 
er Re) Zu Re—g’ yalllHl BE) 


und in der Umgebung der unendlich fernen Stelle (oo, oo) in der 
Gestalt 


2-7, 4-7 IHRE) 
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ds 
darstellbar ist, so wird die Function, deren Ableitung nach i (=) 
ist, nirgends unendlich. i 
Bezeichnet F(x, y) irgend eine rationale Function von x und y 
und stellt man das Differential F(x, y)d& in der Umgebung einer 
Stelle (x,%y) in der Form ®(f)dt dar, so heifst die Differenz der 
Werthe derjenigen Function von £, deren Differential B(f)dt ist, für 
zwei Stellen £, und £, des hier benutzten Elementes des algebraischen 
Gebildes das von £, nach t, erstreckte bestimmte Integral: 


ARSOrZ 


Entsprechen den Werthen = t,, t, die Stellen (x,,%y,) und (x, %,), 
so schreibt man das Integral auch in der Form 
(22,9) 


SF(@, y)de. 


(21,91) 
Will man ein Integral von (x,,y,) nach einer einem zweiten Functionen- 
element angehörigen Stelle (x), y, ) erstrecken, so suche man einen 
von (2,,%,) nach (z,, Y,) verlaufenden continuirlichen Weg mit den 
vermittelnden Stellen 


(#1; Yı)» (2, Y,), we (&n » Yn) 
und verstehe unter dem bestimmten Integral 


(&0 ,Y0') n (2,141 ’ 1) 
Sresaz die Summe > Srenaz, 
(20 , Yo) Km (@y> Y,) 


wobei (&.-11, Yn+ı) für (2), Y%) gesetzt ist. Mit der Wahl des von 
(&,Y,) mach (x), Y,) sich erstreckenden Weges hat das bestimmte In- 
(20 , %0) 


tegral | Flay)dz auch einen bestimmten Werth. 
(&0, %) 
(20 » Yo) 
Nach diesen Bemerkungen wird das bestimmte Integral 
nirgends unendlich. . . 


Wir denken nunmehr die von einander verschiedenen Wurzeln 
der Gleichung 
40° — 9% — 9, = 0 
€, €, €; mit Rücksicht auf die Beziehung ,+e,+e, = 0 so geord- 
net, dals eg —e,, &—e, und dann auch e,—e, positiv werden, d.h. 
positive reelle Bestandtheile oder — falls diese verschwinden — doch 
positive imaginäre Bestandtheile besitzen. Dann kann keine der Grölsen 


&—e Ne 
4 und reg 
es eı — €; 
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einen reellen negativen Werth annehmen und keine hat einen reellen 
positiven Werth, der grölser oder gleich 1 ist. 

Nach dieser Festsetzung fragen wir, ob es % Werthe gibt, für 
die p(u) = e, ist. 

Sind e,, &, e, und dann auch g, und g, reell, so wird x in der 
Umgebung von u=0 bei reellen zunehmenden u-Werthen abnehmen, 
und indem wir uns an diesen einfachen Fall halten, setzen wir 

du 1 

ur Va -e)@— eo) — ©) 
und geben hierin der Wurzel das positive Zeichen. Da dem Werthe 
x%& = % der Werth «= O zugehört, ist bei positiv genommener Qua- 


dratwurzel: 
fau=r=- "de _ (de 
/ J VR() } VR(«) 
und 
FRE, ” dx 
1 VRa@) 


wird ein u-Werth, der die Gleichung p(w) —e, = erfüllt. — 

Setzt man <= e,-+-& und versteht unter 8 eine reelle Gröfse, so 
entspricht z=e, und = der Werth &=0 und &E=x und 
man kann 


© =: ds 
"4 2VeVita-elitame 
setzen. Legt man hier YE das positive Zeichen bei, so hat man die 
zwei übrigen Wurzeln so zu wählen, dafs der reelle Theil derselben 
positiv ist. 

Um auch einen Werth für @, zu finden, setze man für w vi und 
bemerke, dafs die Entwicklung von p(vi) in der Umgebung der Stelle 
v= (0 mit _— beginnt. Dann geht p(vi) auf dem Wege von v—0 

2 
nach =, von —oo nach e,, und weil p’(w) = p'(vi) bei reellen v 
gleich ist einer negativ reellen Grölse mal :, so setze man in der 
Gleichung a 
V— R(«) 
die Quadratwurzel positiv, dann wird 


dv 


a v EA 
"TE JVeRe) JVRo 
es 6 


Die Substitution & = e,— 5 führt wieder auf das geradlinig zu neh- 
mende Integral: 
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F ante 
0, = i - — —, 
: 2VEVE+e — 5) VE — 6%) 


in welchem Y& der positive Werth beigelegt werden muls und die 
übrigen Wurzeln derart zu wählen sind, dafs ihr reeller Theil posi- 
tiv ist. 

Bevor wir die gefundenen Werthe ©, und ®, in anderer Form 
darstellen, bemerken wir, dafs die Function p(u) für 


aw=d —=po+go 
gleich e,, e,, e, ist, je nachdem die Zahlen p und g (die nicht gleich- 
zeitig gerade sind) den Bedingungen 


r=1l, q=0 (mod 2) 
oder pr=1, q=1 (mod 2) 
oder p=0, q=]1 (mod 2) 


genügen, und dals die Gleichung 


ur) Wu 


pw) — e, 


mit Rücksicht auf die Formeln: 


(v(u))” = Alplu) — a))(p(u) — ew) (p(u) — &)) 
a tut = 0 


in die folgende umzusetzen ist: 


(& — eu) (&—8,) h 
pw) —e, 
Setzt man nun an Stelle des früheren u &,-+u, und läfst «, von O0 
geradlinig nach ®, gehen, so wird 
ru)=pypm+to)=&H+ “ en 
von e, nach e, übergehen, und wegen des vorhin negativ genommenen 
p (a) ist 


rato)—a—= 


j == y om (& Sc &) (& a 2) ‚ 
» (u) p (u, + ®;) Gue: p (w,) 


gleichzeitig positiv zu nehmen. Da u jetzt von ®, nach ®, geht, er- 
hält man 


= u * 1x ® da 
du = du = 0 nn 2 — Feen 
j) sl J VR() VR(«) 
/ "0% 0) eı e 


Ersetzt man das frühere v durch &,-+-v,ö und geht v, von Null nach 
\ 


© .. . 
= über, wobei 


po) = pwito)=ea+ (ae) le = &) 


Pbi) —e 
von e, nach e, gelangt und 
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po) =pWwi-to,) = a ap es) 


einer positiven Grölse mal ö gleich zu setzen ist, so kann man @, in 
der Form: 


ee VER a 
schreiben. — 
Eine andere gebräuchliche Form für die halben Perioden findet 
man durch die folgenden Erwägungen. 


Es war 
Do en 
Wenn hierin v eine halbe Periode ® ist, für die 9(®) = & sei, so 


erhält man 


stwW)oe@— u 


p(“) — ar 62 (u) 0? (@) 
Wird wie früher 7 = z DAR: gesetzt und führt man die Bezeichnung ein: 
KIAHET, Tut u) I er — u) 
To Near 


so folgt die Gleichung 


6, (w) 


»y(wW)—a = (5). (== 27,83% 


Zwischen den neuen ganzen Functionen 6;(u), die an der Stelle v=0 
den Werth 1 annehmen, bestehen die Relationen: 


(u) — 6,°(u) + (&, — 9)0?(u) = 

6”(u) — 63°(u) + (& — 5) 0’(u) = 

(u) — 5’) + (& — &)lWm) =, 
die man einfach durch Elimination von p(w) erhält. Setzt man die 
Identität 

W— 4) (a —&)+ (Pu) — 6) (a —e,)+ (pw) — &)(eı —&,) = 0 
in eine zwischen den Functionen 6,(%) um, so ergibt sich: 
(m) (a —&)+0,’(u) (a —&)+ 63’ (u) (e —&,) = 0. 
Diese Relationen benutze man zur Ableitung der Differentialglei- 

chungen, welchen die zwölf Quotienten 


°,(4) 6.,(W) c(%) 
(u) = 3, 03 ® —— En 0,(W) == &0,2 


genügen. Zunächst ist 


(p (u)? — 


Be (p (u) — a) = le) 


(u) 6, (W) 6,( £ 
ee — arnEichh. 


Doch weil 
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d&,\2 
we, 


ist, erhält man 


und ferner 
dE, 
= == — Euoßvo, 
denn &;, wird an der Stelle «=(0 unendlich und nimmt von Jda an 
Y d 
ab; offenbar ist auch lım DL a = —|l. 
U 70 


Da nach den früheren Gleichungen 
tHamed=0, B-Bta-a)=0, 84-0 


ist, wird 


EN. 
( ns) —, 36 ar = (&-+e, — e,) (-+&,—6,): 
Ebenso geht die Gleichung 


(u) 6, (u) 6,(%) 


pr’ (u) ie °’(u) 
in die folgenden Differentialgleichungen über: 


U,» Abo; 
u 7a 6)E,bo, und In — Euabrn, 


und es ist für v=(0) 
irel, in d Eor __ 
ur = , 0 > un => 


Die Differentialgleichungen erhalten aber auch die nachstehende 


Form: 
Ge) a-na-mlı-2Z2r,) 


(7) (1— (eu — 6) 82) (1 — (ev — er) &2) 


und jetzt übersieht man unmittelbar, dafs wegen der leicht zu veri- 
fieirenden Relationen 


(e, u AEN — (yo), ta — (e,— eu)Eirt eu (A) 


1 
wi aa Ana Ent Iran 
Br Vyı-®, Mus Eu Ve—e 


1 
i U 53 NE 
Un Fr z ; — == = 
Va—& yı 5 Vin? Es Va—e 
0 


wird, wo in den geradlinig auszuführenden Integralen K und K’ die 
Wur zelh diejenigen Werthe besitzen, deren reelle Bestandtheile positiv 
sind und der Werth von Ya—e, Hallahig zu fixiren ist, — 


und 
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Will man beweisen, dals die hier angegebenen Werthe ®,, ®, 
halbe primitive Perioden sind, so suche man zunächst aus der Gleichung: 


(u) dx 
BR A 
a ne 
durch geeignete Integrationen n, re und n, = a zu berechnen.*) 
1 
xd& 


Das Integral ar an der einzigen Stelle z—=oo unend- 


VR 
lich, doch weil die nen Integrale zur Ermittlung von n, und n, 
offenbar nach diesem Punkte zu erstrecken sind, wollen wir das Dif- 


dr 
VR«e) 
Nehmen wir zu diesem Zwecke die viel verwendete Identität 


N VRR) ) il VR() ip ee 


ferential zunächst umgestalten. 


GE \e-NVRe) Pr\u—-DVRW) VROVRE 
auf, die sich unter Anwendung der Formel: 
d =D) But SERTE er Sure) 
de \x2c— a 2 (©— a)VR(«) (2 — 0)? 


leicht bestätigen lälst, führen die Differentiationen wirklich aus, mul- 


tiplieiren das Resultat mit YR(t) und setzen dann an Stelle von z x 
und geben t den Werth e,, so geht die erwünschte Gleichung: 


1a) — a EL a) LA 
2 2a De VR (x) 


oder 
di VR(«) ®) Ga). N 
VReo) re en Er nt ©—e, VR(«) 
hervor. 
Nun folgt aus der Gleichung (A) 
Ci eu Ol), 


ae ei 
und je nachdem man den ersten oder zweiten Ausdruck für x — e, be- 
nutzt, ergibt sich im Faleu=1,v—=2,/1=3 

da AR 1 N 2% WER e 

VR(«) 2 C—& Va-alı 8, Penn, 


ve, 2 (1 er 3) dE 52 
BE 203 5 
yı == An ‚Vi Tai ” &, 
ade _ ae ) Zu U 63 a 
VR() (@) a wid Va— aVı - ER M_72 Ei 
n (1 n” &,) d&y 
= —ı;ı Ve, = = 
*) Vergl. die „Formeln“ 8. 86. 87. yı — 3, Via 632 


x } : 5 
Biermann, Functionentheorie. 26 
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denn es ıst 


(e,— &).(e,— €) 
„een Degen) 
oder 
N) me, 
an ee 


Da nun die Gleichung 


(u) a de N Neon, 2% ° (6, — 6) (6,—e,) d& 
(u) VR«) 20 —e, [ya ) 2 ie, VR«) 


in der Umgebung der unendlich fernen Stelle richtig ist, d. h. weil die 
Entwicklungen beider Seiten als Functionen von « in der Umgebung von 
%=( oder als Functionen von x in der Umgebung von x —= x überein- 
stimmen und somit auf keiner Seite eine Constante ET ist, folgt 


1 252 
Ye 2 Et = Va- z Sn a8, 
= Vi-a Vi &, vv, 
T 1 ‚223 
. il 
= U 65 dEz ivo—e, n "E39 EN 


— d 
Va, Vi—& Vı—u?g, Te en 


Denn wenn « von O bis ®, oder @, ne durchläuft &,, und &,, 
die Werthe von 1. bis O und x geht von oo bis e, oder von — oo bis 
e,. In den neuen, geradlinig zu nehmenden Integralen 


1 
ne Ve 
E Se 2 2 ge under: = 2 de 
yı = en Vi Ei, 2 2 yı SE E, Vi ur Ei, 2: 


Haben die Quadratwurzeln wieder diejenigen Werthe, deren reelle Be- 
standtheile positiv sind. 
Setzt u 


=2 EN LIE ae: BEE nn 
Ep +Ve- - €, E N3 Ver, ive, €3 
und bemerkt, dafs bei den getroffenen Festsetzungen 


RR 


positiv ist, so hat man endlich zum Beweise dafür, dafs 2o, und 2o, 
primitive Perioden sind, zu zeigen, dafs die Gleichung 
19 — 99 =UER —- KK-ER)— = 
besteht; doch gehen wir auf die Ausführung nicht ein und verweisen 
auf die Untersuchungen von Legendre.*) 
Hier haben wir die verschiedenen Ausdrücke so gewählt, wie sie 
in den Formeln von Weierstra[s angegeben sind. 


N 


*) Traite des fonctions elliptiques. I, 8. 60. Siehe auch Duröge: Theorie 
der elliptischen Functionen 8 70. 
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S 64. Eindeutige Funetionen des Periodenverhältnisses. 
Hat man zwei primitive Perioden 2@, und 2o, gefunden, für die 
u) >90, po)=e, Plo&)=&, P(o)= e, 
ist, so werden mit Hilfe der Gleichungen 
6,(%) aereer 
(u) = Yp(u) — & (A=1,2,3), 
die ihrerseits die Quadratwurzeln Yp(u)—e, als eindeutige Funetionen 
von % definiren, die sechs Quadratwurzeln Ye„—e, in folgender Weise 
bestimmt sein: 


Ba, 2%: (0) _ er Pig (@;) a pn 5 (@e) AIRIET, Ic 6 (@;) 
a ee an 
0 Ein er" 6 (w,) SRETEAEE 6(@) _ er®: 6(@,) 
Ve: er 6(@) “" 6(@;) 6(@;) Ve se 6(@;) es 6(@,) 6(@;)? 

re (a). oe, B%0(@,) ea) rlenercolas) 
Se I ee, 


— was man mit Hilfe der Relation 
(u +2%) = (—1)raı+rtreiwtog(n), 
wo 9=pw,-+-14®, ist, leicht bestätigen kann —, und zwischen ihnen 
bestehen die Beziehungen: 
Vs» —4=-iVya—o, Vs-a——iVa-&, 
Pr Vs —& Fr —iV—& ’ | 
weil a =: ist. 


Für die Gröfsen 6(®,) ergeben sich folgende Ausdrücke: 
1 — 1 
3 N0ı > 02 Na Wa 
a 4 ’ 6(@,) = LE 
Va-aya-& VYa-aya—% 
dw, 
ie 
0(9,) = — — 
(0) Va-ay&@— & ; 


(a) = 


ri 
wenn Yi für e* gesetzt wird, und hierin haben die vierten Wurzeln 
nur solche Werthe, deren Quadrate den oben genannten Werthen 
gleich sind. 
Da ferner 


(0) _ ,,  Sıl®;) et 1 cl@) __ 


(0) > ’  62(@;) n’ Gl) 


ist, wird noch 
Va —,3=rVya—%, VB-,= —-inya—e 


un a 
ya —,=ıVya—&%, va —, = —-inVeo—e,. 
26* 


. an 
—y — 
% 
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Sind 2, und 2@, primitive Perioden der durch die Differential- 
gleichung 


he ne nes) 


definirten Function z=p(w), die in der Umgebung der Stelle u — 0 
die Entwicklung 


1 D.} 
Pu) + 2 @r — au: 
v=2 
besitzt, wo 
i 1 
a (um + 2u0y)’” 
ist, so ist klar, dafs c, ungeändert bleibt, wenn man 2o, und 2, 
durch äquivalente Perioden 2%, und 2%, ersetzt oder — was dasselbe 
heilst — wenn man ®, und ®, einer ganzzahligen Substitution: 
9,=po, +48 
9%,=ypo, + do; 
mit der Determinante »g — pq= + 1 unterwirft. 
Die Ausdrücke c, sind, wie wir gleich nachweisen wollen, ana- 
lytische Functionen von ®, und ®,*). 


Bean 


4, —= 


. . [0] - . 
Bezeichnet man den Quotienten nn mit r=«-+ fi, wo unter 
1 


der Annahme eines positiven reellen Bestandtheiles X (=) « alle 
1 


reellen und ß nur positive reelle Werthe erhalten darf, auf dals 
nee] = 1 

ist, so kann man die unbedingt convergenten Summen in folgender 

Weise schreiben: 


u) +» 
a Sen 
e Ba) a u 


UWUZ-RUZ—D 


BR Se De a j| 


MA 


Leitet man aus der Formel 

1 2irerw 

’ . e \ 

z colg ru un = — ni — 
ie erizru 

oder aus der äquivalenten Gleichung: 


&o 


(ee) 
N X 1 ET Ba 
— > ; + = — in — 2in EEE 
u leute zw — u) =, 


*) Vergleiche Hurwitz: Theorie der elliptischen Modulfunctionen. Math. 
Annalen, Bd. 18, 
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durch (2n) malige Differentiation nach in die Relation ab: 


+0 
A Samson, 
ee Bl n! 


in welcher die rechte Seite convergirt, solange |e&”i« | < I, so gibt 
deren Anwendung die Formel: 


u — Be PIE a Sue = er = an un m 


Der rechtsstehende Ausdruck ist der früheren Summe 2 een 


1 
are o; 
gleich, sofern nur || <1lodrmnr=c + Bi ß Bositir ist. Er 
stellt eine analytische Function dar, denn die für den Klammeraus- 
druck zu setzende Potenzreihe nach e?”® convergirt in der positiven 
Halbebene von r, kann aber darüber hinaus nicht fortgesetzt werden, 
weil sie für jeden rationalen Werth von 7 unendlich wird. Die Gröfsen 
c, sind also analytische Functionen von ®, und @,. 

Bei den oben genannten Substitutionen mit der Determinante 
vg — pq=|1 wird zugleich mit a auch %(2%) positiv. Hat 
man demnach zwei eindeutige Functionen von ®, und ®,, die in der 
positiven Halbebene von z nach Potenzen von e*” zu entwickeln sind, 
und bei einer ganzzahligen linearen Substitution mit der positiven 
Determinante 1 um denselben Factor geändert werden, so ist deren 
Quotient eine eindeutige Function von 7, die nur in der positiven Halb- 
ebene existirt und bei den linearen Substitutionen 


r-IE W—-Br-1) 


ungeändert bleibt. 
Offenbar ist 


Brut rn 
9° 27 95° ( 


eine solche Function, denn weil 
%=60%,, 9, 140 
ist, fällt im Zähler und Nenner der bei einer der in Rede stehenden 
Substitutionen sich ändernde Factor GG) aus. 
Da 
= - (4,4% + 6) = 2 (to + &) 


ist, kann man 


(= = (a ur > er 6 ur N (& — 6)’ = - (1—-°+ “')(e, — ey) 


ER 


setzen, und D 


406 Siebentes Capitel. I. Abschnitt. 


9° — 279° = 16@ = 16(e, — 8)’ (e&, — 1)? le — 8)’ 
— 1609 (6 — 0)" 
oder mit Rücksicht auf die Relation 
al ir | 
gleich 16(2?(1 — x?))?(e, — e,)® ist, lälst sich J(r) als rationale Func- 
tion von x? darstellen: 


MEAN 
Al 7 (el m) 


und x? ist umgekehrt eine algebraische Function von J(r). 


Eine weitere wichtige Gleichung ist die nachstehende: 


029792 _ (A422 — #2) (1 — 222)? 
J(r) —l= Tg HR 27 (1 — #9)? j 


Es handelt sich nun wieder um eine Darstellung von J(r). Es ist 


— (600, (J- Au n >; ji 43200 Din. ea 


und us ) — = 5 — ist, gilt auch 


Um den Nenner 16G in dem Ausdrucke für J(r) als Function von 7 
zu entwickeln, gehen wir zunächst auf die Relation 


a e "cola, + W) ER" 6(o — u) 
RI co)  —— 6(wj) lu) 
zurück und stellen o(w) als Function von 7 dar. 
Setzt man in 


cu) 
ow) 


nu? > sin? (= > 
(0) = m 20 in = | ı - —e 
7 20 a in? ee 
En 


statt der Sinuse die Exponentialfunction und benützt die Bezeichnung: 
u: 
ea—:, erüi—h, 
so wird 
1,20 
RE 
(u) = e?aı RN er 


gt aa a = nm? 


und hierin ist 


m? 1 z 1 m 1 ah?" | 
ee SED LE, 
20, | 6 an (=) 20, | 6 a am? 
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ni 
Gibt man hierauf u den Werth ®,, wobei z=e? = zu setzen ist, 
so folgt: 
f [ Je +" 2 
20, 2 mm 
(w,) = =; e’ no em ’ 
| [« =) 
N 
2a a 
aber im Falle v= vo, undz=e? =h? wird: 
Fe: rt 2n—1 
| EBENE Para 
6(®;) = ea 2 = ’ 
je II“ wu: 
oder weil 
UKO2 N: W0z 
2m 705° 0; TEL 303 TiT Ba 
RR ea Zah AM rau Tanz 
Ban Fr ZEIT, 
Kz hr 


ist, gilt auch die Formel 


BE e 
203 0% J l (1 — pri) \? 


6(@,) = ? 2 Per 
2 nA l l (1 —— R2e) 


er 
Endlich bei der Substitution « = ®, und N sich 
mit Rücksicht auf die Gleichung: 
IHM ESSEN Ä 
Dean eh Enz 


ri 
wenn wir statt e* yY% schreiben: 


20; Er a I (1 > a) 2 


6(@,) = = - 
ahnt IIe a) 


Nunmehr erhalten die auf Seite 403 angegebenen Wurzelgrölsen 


yva—%, Va, Var%& 
die folgenden Werthe: 


1 
Va— = Se a: I Ja — hen)? Ile + her)i 
or 
yva—& = ZEN — hen)? la + har-ı)a 
ya] Ju 1 (1 — May. 


= 


und #? = 
en vi 


deutige Functionen von r werden, denn man erhält: 


Man sieht zunächst, dals die Gröfsen ne: 
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De II“ An) 8 fl I Is - a) 3} 
4? — v 4 . 


IEREZSS: Jo 


Audrerseits folgt mit der Bemerkung, dals 


[lc — Ar)(1 — Ar-1)(1 + Mr)(1 + her-ı) - [Ic — hen) 


ist, für 


16G = 16(e, — e,)’(e& — 8)’ (&ı — 6)? 


ee 2 N? Eier haryrt 


ni 


der Ausdruck 
I 


und darum besteht die Formel: 


en Je’ a 
J(?) = (a 927 G3° Fa 
2 j 1 ee 
nl 
An dieser Stelle erwähnen wir nur noch, dals die Function J(r) für 
2ri 


den Argumentwerth r=o=e : und alle daraus durch die ganz- 

zahligen Substitutionen mit der Determinante 1 hervorgehenden Werthe 
ai 

verschwindet, und andrerseits J(r)— 1 fürr—=i= e? und die durch 

dieselben Substitutionen entspringenden Werthe Null wird. Man kann 

nämlich zeigen, dafs in 


Jr) = eo. und 279 _ JeN—1 


GB ae 1) für v=o und ,= > IT: a ) für: 


verschwindet, indels 16@ an diesen Stellen endlich bleibt. 


In der That, wenn man die Glieder der Summe für g, zu je dreien 
in folgender Weise zusammenfalst: 


t 


erg een) en: = 
Be) (1 er 


so ist die Summe offenbar Null. Ebenso kann man in der Summe 
für g, die zwei Glieder vereinigen: 


N 
utwt u tui/ iu t Wü 


und ihre Summe gleich 
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1 


3 a, 


setzen; man sieht, dals g, an der Stelle = verschwindet. 


Setzt man endlich = En = co, ohne dals ®, Null ist, so wird 


J(rz) = x, denn dann verschwindet 16@, aber 
J(?) * ez it 


hat für 7 = 00 einen endlichen von Null verschiedenen Werth, en 
die Stelle z = io ist für J(r) eine wesentlich singuläre. 


II. Abschuitt. 


Einleitung in die Theorie der Funetionen mit linearen 
Substitutionen in sich. 


$S 65. Normalformen der Substitutionen. 
Functionen mit einer Fundamentalsubstitution. 


Zur näheren Beurtheilung der eindeutigen Function J(r), welche 
bei gewissen linearen Substitutionen des Argumentes ungeändert bleibt, 
richten wir die Frage allgemein nach eindeutigen analytischen Func- 
tionen 7'(x) der Beschaffenheit, dafs für bestimmte lineare Substitu- 
tionen 


ax + b 
men 


an Stelle von x die Gleichung 


Fra) - Fo 


bei jedem Werthe x aus dem Innern oder der Grenze des Stetigkeits- 
bereiches von F’(x) besteht. 

Wenn wir auch nicht im Stande sind, die Theorie dieser Func- 
tionen zu entwickeln, so soll doch gezeigt werden, wie die functionen- 
theoretische Behandlung der gestellten Frage ausfallen muls, und das 
thun wir um so lieber, als dabei hervorgeht, dafs die auseinandergesetzte 
Theorie der doppeltperiodischen Functionen prototyp ist. 

Wie bei der Frage nach den doppeltperiodischen Functionen zu- 
nächst -die gegenseitige Beziehung der Perioden untersucht wurde, 
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müssen wir hier vor Allem die Substitutionen selbst betrachten. Wir 
nehmen hierbei gleich den Satz vorweg, dals es keine eindeutige oder 
endlich vieldeutige Function geben kann, die unendlich kleine Sub- 
stitutionen f(x) besitzt, d.h. solche, für die | — f(x)| kleiner ist als 
eine beliebig kleine Gröfse. — ; 

Wir nehmen an, dals die Substitutionscoefficienten a,b, c, d, die 
im allgemeinen complexe Gröfsen sein werden, eine Determinante 

ad — bc 
gleich Eins besitzen, denn die Division des Zählers und Nenners in 
f(«) durch Yad — be gibt Üoefficienten der verlangten Art. 

Sind die Substitutionscoefficienten reelle Grölsen, so kann man 
sie durch Division von Yad— be oder Ybc—.ad in andere reelle der- 
art umgestalten, dals ihre Determinante + 1 wird. In dem letzteren 
Falle ist die Substitution von f(x) an Stelle von x — welche Operation 
durch das Symbol 

(x, F(@)) 


angezeigt werden möge — offenbar unter einer Substitution 


enthalten, wo a, b, c, d feste Grölsen und «, ß, y, Ö reelle Coefficienten 
mit der Determinante Eins sind. 

Bemerkt man, dafs die Vollführung einer Substitution (x, f’(x)) 
nach der ersten («, f(&)) eine Substitution 


@ Fire) — | 2, en — 
f cc+d = 


gibt, deren Determinante das Product der Determinanten 
ad—bce und dd — be 


ist, so wird man zur Untersuchung der Substitutionen gleicher Deter- 
minante blos diejenigen mit complexen oder reellen Coefficienten von 
der Determinante Eins zu betrachten nothwendig haben. 

Man nennt © äquwiwalent oder congruent x®, wenn es vier Grölsen 
a;, bi, &, d, gibt, welche den Bedingungen: 
a,% + b, 


Ge een 
2 0 +d,’ 


ud — bo —=1 
genügen. Da umgekehrt: 
d,0 + (- b)) 


= EL: , d; 4; ( b,) (- 6;) == || 
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wird, ist auch x@ der Gröflse x äquivalent. Ist die erste Operation 
mit (&, fi(®)) bezeichnet, so deutet man die inverse Substitution durch 
(f(&), x) an. 

Zwei einer dritten äquivalenten Gröfsen sind untereinander äqui- 
valent, denn wenn in 


et “aueh 
“= + dı ’ 2? 90 + 

die Determinanten gleich Eins sind, so gibt es auch vier Grölsen 

&, ß, 9, 0, für welche 


; eh N . 
U ne ed — pPy=l 


wird und zwar ist: j 
x (a, de — b1 62) + (ba — aub,) 

1,73 (Ce — 02d,) + (dıaz — b2C,) 

a0 — Pr= lad, —ba)ad, — bu)—1. 
Ist nun F'(x) eine analytische Function, für die 
ni EN uc—+b 
Fifa (a) — FE) = Fe) 
Fr" (0) = Fa), 
wo f®) (x) den durch mmalige Wiederholung der Substitution (x, f(&)) 
aus & gewonnenen Argumentwerth 
Frl... .flo) --) 

bezeichnet; die Funetion ’(z) bleibt zugleich mit der ursprünglichen 
auch bei den neuen Substitutionen (x, f)(x)) ungeändert. — Be- 
zeichnet man 


ist, so wird auch 


a,x 4 b 
(#)  BETITRE 
fu)— ara 
so ıst 
+ b,, 1% an b,) NE ER (4% . d,) 
fm (a) = 
€ m, Hr + d)+ d„_ıla® + di) 
und 


andy — dnin — (ad — der —1. 
Schreibt man für & f®(x), für die inverse Substitution von f(x) 
f(x) und setzt 
dla) = FIIR), Fa) = FI? (a), 
fa) = NR), 


F(f®(@)) = Fe) , 


wenn % irgend eine positive oder negative ganze Zahl bezeichnet. 


so folgt ebenso 


Es ist möglich, dafs eine mmalige Wiederholung der Operation 
(2, /(x)} zu dem Argumentwerthe x, = x zurückführt. 
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Um die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür zu finden, 
geben wir einer Substitution 
(0,25) @—-r—1) 


erst besondere Normalformen. 


Die beiden ET von &, für des = SE  stsssind 


[04 = EN) „ 1 & 2, Öö (a + 0\ 2 S 
und N wird der ni uck 


, u 
Dre oder a je BI oder 


E2 
ya’ — a Ba" + a (— #) x B+ ax 


reise 
— — 14 35(@+ 9° - («+ 9)V (a +9)? — 4) 


zu Setzen sein und mit Hilfe dieses kann man ın dem Falle von ein- 


gleich 


ander verschiedener Werthe « und «” die Substitution y = Ta auf 


die Form: 


VER N nen 
ER an 
bringen, denn für = x, x, — an folgt wie früher y= x, «", 0. 


K der sogenannte Multiplicator der Substitution ist nicht gleich 
Eins, wenn (@ + 0)? von 4 verschieden ist oder wenn x und x” un- 
gleich sind. Falls die Substitution reell d. h. die Coefficienten reelle 
Grölsen sind, wird X reell, sofern 

(e +6” —4>0 
ist und der absolute Betrag |K| ist von Eins verschieden. Ist aber 
ae 0) 0 
dann wird X complex und |X|=1 d.h. der Multiplicator erhält die 
Form &®, wo nun g reell ist. 
Sind @, ß, y, 0 ganze Zahlen, so kann (« + 6)? unter der Be- 


dingung 4— («+ 6)? >00 nur die Werthe Null und Eins besitzen 
und dann ist der Multiplicator 


1 iV3 er 
— 1, oder — (4 + )-e : 
Sind aber die Lösungen x, x” einander gleich oder (« + Ö)? = 4 


und X = 1, so kann die ursprüngliche Substitution nicht mehr in der 
früheren Normalform angeschrieben werden, denn diese wird zur Iden- 
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ec + ß 
yat6 
kürlich sind, kann man der Substitution die Form 


1 1 
ar Er e 


nur mehr zwei ÜConstante will- 


tität. Da aber jetzt in y= 


geben. 
Ist in unserer früheren Substitution («, fD(@)) (m +d,)? Z4, so 
gebe man der Substitution (x, f®(x)) die Form: 


x 


fa) — a" Fake 
und hier sieht man, dals im Falle f(x) = x 
Ku] 
werden mufs, d.h. X ist eine m! Wurzel der Einheit. 
Ist hingegen (a, + d,)? = und ,+d=-+2, so wird — 


wie man leicht bestätigt — 
“a a (my Hm —1))e+ mb, 
MO) matrmarmn) 
und weil die Forderung, es sei f(x) = x, die Gleichung 
„rd — a) —bh—0 


nach sich zieht, so muls schon f(x) =«& sein. Es kann also nur in 


dem Falle, wo k 
(ee VERS)" 1, 


die Iterirung der Substitution (x, f®) (x)) auf x selbst zurückführen. 
Fragt man nach analytischen Functionen 7’(x), welche blos die 
Substitutionen 


@f"@) R—=-+1,+2,...) 


zulassen und bei anderen Substitutionen (x, f(«)) ihren Werth ändern, 
so kann man die Untersuchung folgendermalsen einrichten *). Setzt man 


JO 


‚F(p@) = ®(«) 
D(p=!()) = Fe) 
D(p!(fa))) = F(flo)) = Fa) = Plp'(R)) 
BD (p(f!(p!(@)))) = D(x) 


(2,v(8)) = (&, g7!(f!(p!@))) 


so besitzt die Function 


zufolge der Gleichungen 


die Substitution 


oder 
Jht (ed +byd — aß — uHßy)e + (uRBd + b,ö? — aß? — d,ß9) 
(2 vo)=le, may -by?taa+ dey)at-aßy-bydtcaßt duo) 


*) Vergleiche Rausenberger: Theorie der periodischen Functionen. $ 34, 
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und die durch Iterirung dieser gebildeten Substitutionen. Hier verfüge 
man ohne Rücksieht auf die bereits abgeleiteten Normalformen der 
Substitutionen über die Constanten «@, ß, y, Ö derart, dals (x, % («)) 
eine möglichst einfache Gestalt erhält, denn dann hat auch ®(x) ein- 
fache Substitutionen. 


Soll x aus dem Nenner ausfallen, so muls 
0 + (di — a)ay — by? = 0 
werden. Hierin kann man « und y nicht gleichzeitig Null setzen, 
sonst wäre p(x) blos eine Constante und ®(x) hätte keine einfacheren 
Substitutionen als F(x). Setzt man y=0, so wird c, Null und F(x) 
wäre bereits eine Function mit einer Substitution der verlangten Art. 
Wir schliefsen daher den Fall y=0 aus und lösen die Gleichung 


AR 2 Br 44 —— dı & er b, ar 
Dee 

Sind die Wurzeln verschieden, so gibt es zugleich mit F(x) eine Func- 
tion D(x), welche eine Substitution der Form 


(©, 4@)=(@, Ka+M) 
zulälst. Bezeichnet hierauf (x, y(z)) eine neue Substitution (x, x +-P}), 
so existirt mit ®(x) eine Function P(x), welche die Substitution: 


(e, Ua) = (x, et = Zur), 


gestattet. Wählt man hier P’ so, dals Kß — ß +%k verschwindet, 
dann hat die neue Function (x) die Fundamentalsubstitution: 


(&, £2), 
K bezeichnet wieder den Multiplicator der ursprünglichen Substitution 
(x, f(x)), wie man leicht berechnen kann, indem man nur nach der- 


jenigen Substitution y = et (ad —b,ca—=1) fragt, die mit 
Hilfe der Substitution p(x) = ir aus = Kx resultirt, auf 
dals also 
yc+b 
” Get ae er Be 
U% EI b, + ö 7% En Ö 
4% + dı 


wird. Entsprechend den zwei Lösungen für vu gibt es aber zwei 
Multiplicatoren, doch weil 

Fr@) = Fo) = Fifa) 
ist, wird der eine nur das Reciproke des zweiten sein, oder mit anderen 
Worten: man kann die Substitution (x, f(&)) mit dem Multiplicator X 


ebenso wie die Substitution (x, f-'(&)) mit dem Multiplicator x als 


Einleitung in die Theorie der Functionen mit linearen Substit. in sich, 415 


die fundamentale Substitution ansehen, und deshalb dürfen wir voraus- 
setzen, dals die Function (x) eine Substitution (x, Kx) habe, in 
welcher |X| <1 ist. — 
Ist aber K=1, so gibt es zugleich mit Z'(&) eine Function ® (x), 
welche die Substitution 
va) — ati 


zuläfst. Setzt man dann 
(2) = T, 


wo c eine beliebige Grölse ist, so a B(x(&)) = (a) eine Sub- 
stitution: 
BET. 2 k 
wg W=-fle+h)=z+e. 
Yz+bı 
etd ’ 


Hilfe von p(x) — en aus y—= &-+c hervorgeht, soll also 
ey EB Fear +e 


yy+o6  yxs+90 


die mit 


Fragt man wieder nach der Substitution y = 


sein, so hat man . 
a 0 De I Cd a0 
zu setzen, und wenn a,d,—b,c, =1 ist, ergibt sich für a, und d, 
die Bedingung 
(‚+a%-4= 0, 
unter welcher auch früher X=1 war. 
Nehmen wir an, dals c=1 sei, so ist die aus 


fo) at! 
Pa) =x+Nn, 


und eine Iterirung kann niemals auf x zurückführen, d.h. eine ein- 
deutige Function F(x) mit einer linearen Substitution (x, &-+c) hat 
für unendlich viele Werthe des Argumentes denselben Werth; sie muls 
transcendent sein. Weil F'(x) an der Stelle oo wegen der Gleichung 
F(£ + oo) = F(x) = F(o) 

jedem Werthe beliebig nahe kommt, ist die Stelle oo eine wesentlich 
singuläre. Hat F(x) noch eine andere wesentlich singuläre Stelle &,, 
so sind auch &, + nc wesentlich singuläre Stellen. 

Die hier genannten Functionen sind die einfach periodischen. 

Eine eindeutige Funetion mit einer Substitution y= Kx, wo 
IXK|z1 ist, hat niemals eine Substitution 

@,fP@)= @K"ı)=(&,%), 

sie nimmt daher einen und denselben Werth unendlich oft an, und weil 


(Kr ] “N 
PAR), und, HE (ce) 


gewonnene Substitution 
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im Falle |X|<1 bei unendlich werdendem n in FO) respective F'(oo) 
übergehen, so sind die Stellen O0 und oo wesentlich singulär, wird 
ja doch 

FON) = FL), Eli), —= Fe). 
Gibt es für F(x) noch eine wesentlich singuläre Stelle &,, so ist auch 
%, K” eine solche. 

Ist |X|=1, aber in K=e«® 9 kein rationales Vielfaches von 
2x, so werden die Potenzen K” jedem Werthe von dem absoluten 
Betrage 1 beliebig nahe kommen, und dann mülste F(x) für alle 
Stellen gleichen Betrages denselben Werth besitzen. — Es gibt dar- 
nach keine analytische Function F(x) mit einer Substitution y—=Kx, 
wenn in. 

K = fir 
r irrational ist. 

It Kr—1, so. ist x” eine eindeutige Function mit den m Sub- 

stitutionen 

2 Ra RER nal 
und jede andere eindeutige Function mit denselben Substitutionen hat 
die Gestalt ®(x”), wenn D(x) eine eindeutige Function bezeichnet. 

Bezüglich der eindeutigen Functionen mit einer Substitution 

(X, Kx), 
wo |K| < ] angenommen werden kann, verweisen wir auf Rausen- 
berger’s Untersuchungen über die Theorie der periodischen Functionen 
einer Variabeln. 


S 66. Functionen mit zwei vertauschbaren Substitutionen. 


Nach Ableitung zweier Normalformen jeder Substitution mit der 
Determinante Eins haben wir im vorigen Paragraphen nach denjenigen 
Funetionen gefragt, welche blos die aus einer Substitution (x, f(«)) 
durch Iterirung entstehenden Substitutionen zulassen. Es kann auch 
eintreten, dals eine analytische Function nicht blos für die aus einer 
ersten Substitution (x, f, (z)), sondern auch für die aus einer zweiten 
(2, f,(2)) durch Iterirung abgeleiteten Substitutionen ungeändert bleibt. 
Dann ist aber nicht blos 


F(f@&ka)) = Fix) und F(f® (a) = F(x), 


sondern auch 
F(f" (fr0))) = Ele). und, F(f*(fi'e))) = Fe). 


Nehmen wir an, dafs zwischen den beiden Substitutionen die 


Gleichung besteht 
KR) = RA E)), 
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in welchem Falle die Substitutionen vertauschbar heilsen, url denken 
wir einer der Substitutionen die Normalform 

f(@)=x4+%k oder f\(x)= Kx 
gegeben, und ist 


b 
f:(&) Ze . ’ 


so ist der Annahme gemäls entweder 


axc—+b _ a(&4+k)+b ac+b _aKx-+b 
FE ag cKxtd 
Im ersten Falle mufs 
at+ck=oga, b+dk=olak+b), c= ge, = eo(ck-+-d) 


sein, wo g ein Proportionalitätsfactor ist. Setzt man zufolge ce = oc 
e=1, so ergibt sich aus d=ck+d c=0. Ist umgekehrt ce = 0, 
so muls man wieder e=1 setzen, denn andernfalls müfsten a, d 
und 5 auch verschwinden. Fürc=0,oe=1 wird d=a und darum 
erhält f,(x) die Gestalt 

b 


O2 


d.h. die zweite mit f(x) vertauschbare Substitution hat dieselbe Form 
wie die erste. 

Die eindeutigen Functionen mit zwei Substitutionen unserer Art 

(2,2 +20) und (x, 2-+ 20) 
sind die doppeltperiodischen. 

Weil es nicht mehr als zweifach periodische ein- oder endlich 
vieldeutige Functionen einer Variabeln gibt, existirt keine analytische 
Function, die drei von einander unabhängige und vertauschbare Sub- 
stitutionen der Form (x, ©-+%k) besitzt, von denen also keine durch 
eine Combination der zwei übrigen darstellbar ist. 

Lälst die zu suchende Function F'(x) eine Substitution (x, Kx) 
zu, so hat die mit dieser vertauschbare Substitution f,(x) wieder die- 
selbe Gestalt, denn jetzt ist 

aK=oak, bK=ob, c=oKec, d=od 
und somit 


el eat, 
d.h. f,(x) wird gleich 


a Y 
gte=-Ke. 


Wie aber oben 2» und 2» kein reelles Verhältnis haben dürfen, 
müssen auch hier die Grölsen K und K’ eine besondere Bigenschaft 
erhalten. Setzt man 

We eizten, Ke eenia, IK = erniw 


® ’ ’ C 
Biermann, Functionentheorie, 27 
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so wird die Function (x) mit den Substitutionen (=, Kzx), (z, K’x) 
in eine Function ‚B(w) mit den Perioden 

1, 20, 20’ 
übergehen. Zwischen diesen mufs aber eine homogene ganzzahlige 
lineare Gleichung bestehen, und damit wird etwa 


20 ——— 
und nun: 


oder 
Ku Kerze], 


$S 67. Functionen mit einer endlichen Anzahl 
von Fundamentalsubstitutionen. 


Wir legen nunmehr eine endliche Anzahl p von einander ver- 
schiedener Substitutionen: 


42+b, - c 
@, to) = (2, ) G=1,2,...P) 
mit der Determinante Eins zu Grunde. Wenn eine eindeutige analy- 
tische Function existirt, für die 


F ) Sn 


T 


ist, so bleibt F(x) auch bei den zusammengesetzten Substitutionen: 


Tl ea 2) 
ungeändert. 

Sagt man, dals ein System von Operationen eine Gruppe bildet, 
wenn die Inverse jeder einzelnen und die Combination irgend zweier 
dem Systeme angehört, so constituirt die Gesammtheit der eben ge- 
nannten Substitutionen eine Gruppe, die durch die p Fundamental- 
substitutionen oder durch p mit Hilfe dieser gewonnenen, nicht in 
einander transformirbaren Substitutionen vollständig bestimmt ist. 

Da eine Substitution 


(lin Fumla)- --))) 
(z, ei: (Pc. 5 fir (x) Re -))) 


sehr wohl identisch sein kann, so ist es möglich, dafs zwischen den 
Substitutionen einer Gruppe auch Gleichungen 


ade) ee 


bestehen, die man gewils auf die Form: 


und eine zweite 
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BAREL: h N, 002) Re -)) = 

bringen kann. 

Wir wollen in dem Falle reeller und ganzzahliger Substitutionen : 

a;x-+b, 
(z. en) (a;d; — bi; = am 

deren Gesammtheit offenbar eine Gruppe bildet, welche keine un- 
endlich kleinen Substitutionen enthält, die Fundamentalsubstitutionen 
ableiten, aus denen alle anderen zusammenzusetzen sind. 

Ist in einer Substitution 


Saab 
ex +d’ 


wo a stets positiv gedacht werden mag, |c| <a, ferner 


a—=me+ta, |a|<e, 


und n, eine ganze Zahl, so wird 


; vcetb—n.d 
x =n-+ a 


Setzt man hier 

a„ucet+b—n.d nel 

> cc4+d ni Eee, 

so erscheint die ursprüngliche Substitution als Combination der fol- 
genden: 


A 


(#,2+n) und (2, fı(®)) 
ab el und ler = ar]. 


und zwar ist 


Bezeichnet man 
1 _—ee—d 
a or 
und bildet auf die frühere Weise neben einer Substitution ©, —=x,-+ N, 
noch 


— %s 


SEN 
2 
und fährt so fort, dann kommt man endlich zu einer Substitution 
b, 
- ARE c„c+d,’ 
in welcher der erste Üoeffieient Null und deren Determinante — b,c, 
—=1 ist. Die ganzen Zahlen 5, und c, können nur den absoluten Be- 
trag 1 haben und man kann 
| 
N 


1 
v—+1 


endlich 


setzen. Hier gibt die Substitution x, — — 


+ =% 4- A 


28 
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Weil alle ganzzahligen Substitutionen der Form (x, 2-+n) durch 
Wiederholung aus (x, +1) entstehen, lassen sich alle ganzzahligen 
Substitutionen mit der Determinante Eins durch Wiederholung und 
Vereinigung der zwei Fundamentalsubstitutionen 


1 
(25 x +1) und (x, _— 
erzeugen. 


Bezeichnet man die erste mit (x, 9,(%)), die zweite mit (x, @,(%)), 

so ist 
91 9291 P2Pı PX) — 8. 

Ist eine Gruppe linearer Substitutionen vorgelegt, so kann man 
in dem Bereiche der unbeschränkt veränderlichen Grölse x ein Gebiet 
ausfindig machen, in welchem keine zwei einander äquivalenten Stellen 
liegen, vorausgesetzt, dals die Gruppe keine unendlich kleinen Sub- 
stitutionen enthält oder, wie man sagt, discontinwirlich ist. In dem 
Falle der reellen und ganzzahligen Substitutionen mit der Determinante 
Eins bestimmt man den genannten Bereich in folgender Weise *): 

Da zunächst die einer Stelle x = &-+in äquivalente Stelle 
3 ers aplaune ar 

EZ Eee ui 
zugleich mit x eine positive oder negative Ordinate „7° besitzt, so kann 
man die Stellen x mit negativer Ordinate aulser Acht lassen; die 
übrigen erfüllen die positive Halbebene. 

Man sieht, dafs in dem Falle, wo die Ordinate von &: 


_ $+tin-(&-im) _2-m 


7 2. 2 
dureh die Transformation (z, 5) keine Verminderung erfährt, 
die Beziehung besteht: 
Ver) OH HNSI, 


denn es ist: 


a! ec+Pß “wo tPß\ _ N %—%&y 
1 Trlyats mt) Warte 
Jetzt beweist man leicht, dafs unter den den Bedingungen: 


u>1, l1<e +, <+tl 


oder 
1 
a4 >1, ——<i<z 
genügenden Stellen keine äquivalenten vorkommen, denn man kann 


keine Substitution der Gruppe angeben, durch welche die Ordinate n 
in eine gleiche oder gröfsere n’ überginge. 


*) Vergl. Hurwitz a. a. O. 
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In der That: weil dann 
12 Wa +) PR +9) = ri Hm) +2PIE+ 0 
sein mülste, aber schon die Ungleichung 
De ot 
keine ganzzahligen Lösungen y, d zulälst, so ist die Behauptung er- 
wiesen. 


Die Stellen auf der Grenze des genannten Bereiches, d. h. die 

durch die Gleichungen 

e+ 1, 6-4, 
definirten Stellen, sind paarweise congruent, wie die Anwendung der 
Substitutionen 

1 

(®, “+ 1), (z, —-) 
lehrt, sie sind aber niemals einem Punkte innerhalb des Bereiches 
äquivalent, da die Substitutionen (x, &-+n) und (z, --+n die Or- 


dinate 7 ungeändert lassen und keine Substitution dieselbe vergröfsert. 
Die Stellen oo und < sind sich selbst congruent, denn es ist 
1 


o=oo+1 und a ng 
Der den beiden Bedingungen + ?=1,$= — > genügende Punkt 
m a 
ist der Stelle e+1 = -, äquivalent. 


Nach all diesen Erörterungen finden wir in der Gesammtheit von 
Stellen, für welche 
1 1 
Pe een 
ist und für welche bei verschwindendem oder negativem & auch &°-+n? 
—= 1 sein kann, mit Ausnahme der Stellen © und co lauter inäquiva- 


lente Punkte. 
Unterwirft man alle Stellen dieses (dem Periodenparallelogramm 


analog gebildeten) Bereiches R, einer Substitution 
CH Pß,; 
(2, y;c + =) : 
so werden bekanntlich die den Gebilden 
af=-®+?=-1l ud 2 +, = —] 
entsprechenden Gebilde wieder Kreise oder Gerade, aber niemals kann 


auf diesen eine Stelle liegen, die in dem Innern von R, eine äqui- 
valente besitzt. Bezeichnet man den R, entsprechenden Bereich mit 
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der Substitution f;(x) oder mit R, so können die durch verschiedene 
Transformationen aus R, gebildeten Bereiche R; und R, keinen ge- 
meinsamen Bereich haben, indem sonst die aus den letzten durch die 
inversen Substitutionen (f;(x), ©), (f;(x), ©) gewonnenen Bereiche R, 
und R, oder R, und R, selbst einen gemeinsamen Bereich besälsen 
und dann enthielte R, äquivalente Stellen. 

Daraus folgt, dafs die Gesammtheit der aus dem Bereiche R, ab- 
zuleitenden äquivalenten Bereiche die positive Halbebene vollständig 
und einfach erfüllen. 


An den ursprünglichen Bereich sto[sen die folgenden an: 


1 
und an den Bereich a entsprechend: 
+9, 


1 
ae ve u ß, 
HE, ne Dr, y(- =. Er n 


Die Bereiche &+n haben die Stelle oo gemein, und alle übrigen 
Bereiche liegen im Endlichen, und zwar haben diese eine Stelle der 
reellen Axe als Begrenzungsstelle, denn dem Punkte oo ist in dem 
Bereiche el congruent. Da aber die Stelle oo Grenzstelle 
ee 
unendlich vieler Bereiche <-+n ist, stolsen an jeder rationalen Stelle 
unendlich viele Bereiche zusammen. — 


In der obenstehenden Figur ist eine Reihe eongruenter Bereiche 
verzeichnet, und zwar sind darin die Substitutionen angeschrieben, mit 
Hilfe deren sie aus dem Anfangsbereiche R, abgeleitet werden. 
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Gehen wir wieder zu einer durch irgend eine endliche Anzahl h- 
nearer Substitutionen gegebenen discontinuirlichen Gruppe zurück und 
fassen auch hier einen continuirlichen, durch Gleichungen und Un- 
gleichungen zu definirenden Bereich R, inäquivalenter Stellen heraus, 
so geht dieser durch eine lineare Substitution (x, %(x)) der Gruppe in 
einen Bereich R,; über. Inneren Stellen des ersten Bereiches entsprechen 
innere des zweiten, und Grenzstellen des einen werden nur Grenz- 
stellen des zweiten congruent sein. Zweifach zu zählende, d. h. sich 
selbst äquivalente Stellen des einen Bereiches, die gewifs nur auf der 
Grenze liegen können (wie die Stelle z in dem früheren Beispiele), 
werden auch in dem zweiten Bereiche doppelt zu zählen sein oder 
besser zwei aneinanderstolsenden Bereichen gemein sein, und mehrfach 
zu zählende Stellen kann es nicht geben. — 

Die Begrenzung eines Bereiches kann nur durch Kreisbogen (und 
zwar speeiell durch geradlinige Strecken) gebildet werden, denn bei 
linearen Substitutionen können Kreise und nur Kreise ungeändert 
bleiben oder in Kreise übergehen. 

Nennt man die Gesammtheit inäquivalenter Stellen ein Funda- 
mentalpolygon, so müssen sich die congruenten Polygone bei einer 
discontinuirlichen Gruppe an einander reihen lassen, und diese werden 
einen continuirlichen Bereich wie z. B. die positive Halbebene oder 
eine Kreisfläche vollständig erfüllen. Diesen Bereich erhält man da- 
- durch, dafs man von irgend einer Stelle x, ausgeht, diese allen Sub- 
stitutionen der Gruppe unterwirft, dann die Häufungsstellen der «, 
congruenten Stellen bestimmt, ferner die zu dieser Punktmenge & ge- 
hörige abgeleitete Punktmenge 9 bildet und den die Stelle x, enthal- 
tenden, durch die Menge Q-+W’ begrenzten Bereich (X) fixirt. Die 
einer zweiten Stelle z,‘ inner- oder aufserhalb (X) äquivalenten Stellen 
haben ihre Häufungsstellen offenbar wieder in der Menge (Q-H@). 

Man kann nun die Aufgabe an die Spitze stellen, einen Bereich 
durch lückenlos aneinander gereihte Polygone auszufüllen, die durch 
lineare Substitutionen ineinander überzuführen sind.*) Man findet da- 
bei die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen, denen das Po- 
lygon zu genügen hat. Diese Bedingungen auf die Beschaffenheit der 
Substitutionen übertragen, geben die Bedingungen, unter welchen die 
Gruppe discontinuirlich ist und keine Stelle des Bereiches aufserhalb 
des Bereiches hinaustragen kann. In dem Falle zweier vertauschbarer 
Fundamentalsubstitutionen sind uns diese Bedingungen bekannt ge- 
worden. — 


Soll nun eine eindeutige Funetion F(x) existiren, die ihren Werth 
nicht ändert, wenn man & irgend einer Substitution einer discontinuir- 


*) Poincare, Acta mathematica Bd. 1 und 3. 
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lichen Gruppe unterwirft, so ist klar, dals F(x) jeden Werth, den 
diese Function annimmt, in jedem einzelnen Fundamentalpolygon er- 
halten und somit in diesem Polygon unendlich werden und jeden Werth 
annehmen muls. Ferner aber besitzt sie einen und denselben Werth 
in jedem Polygon AR, gleich oft. 

Wollte man die Existenz der Function F(x) nachweisen, so hätte 
man eine der Function o(x) analog gebildete Hilfsfunetion g(x) auf- 
zustellen, die in jedem Polygon, das aus einem ersten abzuleiten ist, 
einmal verschwindet und nur an den Häufungsstellen der erst gewähl- 
ten Nullstelle x, und den Stellen der abgeleiteten Punktmenge dieser 
letzten wesentliche Singularitäten besitzt. Bezeichnet dann 9, diese 
Hilfsfunetion, die in dem ersten Polygon an der Stelle @,, Pu die- 
jenige, welche daselbst an der Stelle d, verschwindet, so wird der 
Ausdruck 


wo G@(&) in dem Bereiche (W) nicht unendlich wird, eine Function, 
die innerhalb X vom ÜOharakter der rationalen Function ist und in 
jedem Polygon m Nullstellen und » Unendlichkeitsstellen aufweist. 

Damit diese blos in dem Bereiche (X) existirende Function bei 
den Substitutionen ungeändert bleibt, werden aber die Null- und Un- 
endlichkeitsstellen besondere Beziehungen erfüllen und G(x) eine be- 
sondere Beschaffenheit aufweisen müssen. 


Im Falle der doppeltperiodischen Functionen, die im Endlichen 
nur aufserwesentlich singuläre Stellen besitzen, war die Anzahl der 
Null- und Unendlichkeitsstellen in jedem Polygone (Parallelogramme) 
dieselbe. Doppeltperiodische Functionen gab es nicht und ferner war 
bei den Functionen r!®" Grades stets eine Nullstelle durch die r Un- 
endlichkeits- und (r—1) Nullstellen bis auf eine Periode bestimmt. 


Für die hier in Rede stehenden eindeutigen Functionen mit linea- 
ren Substitutionen in sich, die in ihrem Giltigkeitsbereiche (X) vom 
Charakter der rationalen Functionen sind, gelten analoge Sätze. 


Vor Allem besitzt jede solche Function in jedem Fundamental- 
polygone ebensoviele Null- als Unendlichkeitsstellen und nimmt dann 
auch jeden Werth gleich oft an. Versteht man darnach unter dem 
Grade der Function die Zahl, welche angibt, wie oft die Function in 
dem Fundamentalpolygone jeden Werth erhält — wobei die Stellen 
unter denselben Bedingungen mehrfach zu zählen sind, wie bei den 
rationalen Functionen —, so wird sich ferner herausstellen, dafs es 
je nach Art der Gruppe (oder der Fundamentalsubstitutionen), die wir 
hier allerdings nicht unterscheiden lernten, keine Functionen gibt, die 
vom nullten, ersten oder g'° Grade wären. 
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Heifst die zu einer Gruppe gehörige Function vom eo!" Range 
oder Geschlechte, wenn es keine Function o!"" Grades gibt, die bei 
den Substitutionen ungeändert bleibt, wohl aber eine Function (go 1)ten 
Grades existirt (wonach die doppeltperiodischen Functionen vom ersten 
Range sind), so werden von den r Nullstellen einer Function rien 
Grades und o!® Ranges oe Nullstellen oder doch @ diesen äquivalente 
Stellen durch die r Unendlichkeits- und (r—e) übrigen Nullstellen 
bestimmt sein. 

Angenommen, diese Sätze seien bewiesen, dann folgt, dafs zwi- 
schen zwei zu derselben Gruppe gehörigen Functionen F, (x) und F, (x) 
vom r, und r,'e" Grade und dem Range o eine algebraische Gleichung 

G(F,f)=0 
besteht. 

In der That: betrachtet man F, als Function von F\, so gehören 
einem Werthe von F, r, im Allgemeinen verschiedene inäquivalente 
Werthe des Argumentes x und diesem r, im Allgemeinen verschiedene 
Werthe von F, zu. F, ist also eine r, deutige Function von F und 
als Lösung einer algebraischen Gleichung r,!" Grades aufzufassen, 
deren Üoefficienten nur rationale Functionen von F, sind, indem die 
elementarsymmetrischen Functionen der zu einem Werthe von F\ ge- 
hörigen Werthe von F, als Functionen von F durchwegs vom Cha- 
rakter der rationalen Function sind. 

Eine rationale Function von F, und F, ist wieder eine eindeutige 
analytische Function von x, welche dieselben Substitutionen zulälst 
wie F,(x) und F,(«). 

Zeigt man umgekehrt, dafs jede zu derselben Gruppe gehörige 
Function ®,(x) rational durch F, und F, darstellbar ist (wie jede 
doppeltperiodische Function mit dem Periodenpaare (2@, 2) rational 
durch die zu demselben Paare gehörende Function p(x) und deren Ab- 
leitung p (x) auszudrücken ist) und bemerkt, dals ®,(x) mindestens 
(e+1) Unendlichkeitsstellen in dem Elementarpolygone haben muls, 
so leuchtet ein, dals die algebraische Gleichung 

G(F,P)=0 
vom Range e ist. — 

Daneben besteht dann der Satz: Sind ®, (x) und ®,(x) wieder zu 
der Gruppe von F, und F‘, gehörende Functionen, zwischen denen 
eine algebraische Gleichung 

F®,,9,)—0 
besteht, so kann man nicht allein ®, und ®, rational durch F, und 
F,, sondern auch F, und F, rational durch ®, und ®, darstellen, 
d. h. die Gleichung T=0 gehört derselben Klasse an wie die zwischen 
F, und F,; sie ist auch vom Range 9. 
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Soweit wollte ich hier den Plan für eine Theorie der eindeutigen 
Functionen mit linearen Substitutionen in sich entwerfen, um anzu- 
deuten, wie auch die algebraischen Gleichungen @(&, n)=0 höheren 
als ersten Ranges durch eindeutige Functionen zu behandeln wären, 
indem man darin & und n als eindeutige Functionen einer neuen un- 
abhängigen Variabeln x betrachtet. Allerdings hat man dabei noch 
eine wichtige Aufgabe zu lösen, die der Bestimmung primitiver Pe- 
rioden von &8=p(#) analog ist, wenn eine Gleichung 


7 2 nd 


vorgegeben ist, d. h. man mufs die Substitutionen ermitteln, welche 
die eine vorgelegte Gleichung lösenden Functionen &8(2),n(x) zulassen. 
Die hier skizzirte funetionentheoretische Behandlung der Func- 
tionen mit linearen Substitutionen in sich ist nicht im Entferntesten 
durchgeführt, und die grölste Schwierigkeit scheint gleich in der 
Construction der fundamentalen Hilfsfunction @ zu liegen, die nach 
der Gruppe verschieden ausfallen muls, aber erst in dem einzigen 
speciellen Falle der Functionen nullten Ranges angegeben ist. *) 
M. Poincare hat zwar die Existenz der Functionen — wenigstens 
im Prineipe — bewiesen und die Abhängigkeit der zu derselben 
Gruppe gehörigen Functionen erschlossen, und der Verf. machte 
dann die Unterscheidung der Functionen go!“ Ranges, so dafs all 
die genannten Sätze auf Wahrheit Anspruch machen, sie konnten 
aber hier nicht entwickelt werden, wenn wir von der Betrachtung der 
Riemann’schen Flächen und ihren conformen Abbildungen keinen 
Gebrauch machten, und das durften wir nicht, wenn wir an dem 
functionentheoretischen oder rein analytischen Wege festhalten.**) 
Wir gehen noch einmal auf die zu der Gruppe aller ganzzahligen 
linearen Substitutionen mit der Determinante Eins gehörige Function 


J(r) zurück, die vom ersten Grade und nullten Range ist, weil J(r) 


in dem Bereiche R, nur für r=ioo und 76) dur für = o von der 


ersten Ordnung unendlich wird. Die beigefügte Figur zeigt wieder 
die Art der Werthevertheilung an den verschiedenen Stellen des Be- 


reiches von z. An den Stellen oe und — =, und den äquivalenten kom- 


men je sechs dem Ausgangsbereiche R, äquivalente Bereiche zusammen, 
und 7=i und die congruenten Stellen sind Grenzstellen zweier durch 


die Substitution (z, 2 -) auseinander hervorgehender Bereiche. Von 


*) Mangoldt, Göttinger Nachrichten 1886. 
*®) Bezüglich der Functionen mit ganzzahligen Substitutionen in sich ver- 
weise ich auf die mannigfachen Arbeiten Klein’s in den Mathem. Aunalen. 


a 
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a Asa 
einer Stelle °° "X oder — X —. führen aber nur je drei und von 
ye+d e =) \ 
ii a 
@ 
Stellen HP nur je zwei äquivalente Wege nach congruenten Punkten 


yi+6 
der in eben diesen Stellen zusammenstofsenden Bereiche, denn in der 


“ 


Figur sind die schraffirten und ebenso die unschraffirten Theile äqui- 
valente Bereiche. Getrennt sind diese Theile in dem Bereiche R’ 


durch einen die Punkte we und Dunn 
Y yiırd 


zugehöriger Mittelpunkt auf der reellen Axe liegt. — 

Betrachtet man daher die unendlich vieldeutige Umkehrungsfunc- 
tion von J(r), so werden die Stellen J=0, J=1 für r Verzweigungs- 
punkte je dreier oder zweier Zweige, aber J=®w ein Verzweigungs- 
punkt aller Zweige sein. Die Function z(J) kann für keinen von 0, 
1 und oo verschiedenen Werth Null sein und ihr imaginärer Theil ist 
immer positiv. 

Eine wichtige Anwendung dieser Function 7(J) hat Picard ge- 
macht, indem er bewies, dals eine ganze transcendente Function @ (x) 
höchstens einen endlichen Werth « im Endlichen nicht annehmen 
könne. In der That: gäbe es zwei Werthe a und b, die eine ganze 
Funetion @(x) nicht erhält, so ist offenbar 


verbindenden Kreisbogen, dessen 


SOzE — ge) 
eine ganze Function, welche die Werthe O und 1 nicht annimmt, 
Setzt man dann 

98) =J(m), 


so entspricht einem von x, ausgehenden, im Endlichen verlaufenden, 
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geschlossenen Wege ein geschlossener Weg (5) in dem Bereiche von 
J, der niemals durch die Stellen O0 oder 1 oder oo führen kann, weil 
ja 9(x) diese Werthe nicht annimmt. Daher werden O0, 1 und &o stets 
aulserhalb des durch S begrenzten Bereiches liegen. Geht man nun 
von irgend einer x, zuzuordnenden Stelle 7, aus, so wird z — als 
Function von x angesehen — stets eindeutig und endlich sein, d.h. z 
wird eine ganze Function von &,, die wir etwa mit f(x) bezeichnen. 
Da ihr imaginärer Theil stets positiv ist, muls dann e/® eine ganze 
Function sein, deren absoluter Betrag stets kleiner ist als Eins. Dies 
ist nicht anders möglich, als wenn f(x) und dann auch g9(x) eine 
Constante ist. Der Satz ist somit bewiesen. 


*) Annales de l’&cole normale 2° serie t. 9. 
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Analytische Funetionen mehrerer Variabeln. 


$ 68. Das Verhalten einer analytischen Function in der Umgebung 
einer Nullstelle. 


Die analytischen Functionen mehrerer Variabeln (2,, &,, ... &n) 
waren ebenso wie die einer Variabeln durch ein System in einander 
fortsetzbarer Potenzreihen 


ORGEL) 


Ex Sur nt rl — a)... (in — An) 
(0 

definirt. Die einzelne Potenzreihe und deren Fortsetzungen stellen 
eine eindeutige Function dar, wenn in der Umgebung einer Stelle nur 
ein Element existirt. Der (2n)fach ausgedehnte Stetigkeitsbereich der 
eindeutigen analytischen Function d. h. die Gesammtheit der Stellen, 
in deren Umgebung die Function durch eine Potenzreihe darstellbar 
oder regulären Verhaltens ist, war nothwendig durch Stellen begrenzt, 
in deren Umgebung keine aus dem primitiven Elemente abgeleitete 
Potenzreihe aufzustellen ist. 

Es soll nunmehr untersucht werden, wie sich eine eindeutige 
Function an solch ausgezeichneten Stellen verhält. 

Bei der analogen Frage für Functionen einer Variabeln war uns 
das Verhalten derselben an einer Nullstelle und die nothwendige und 
hinreichende Bedingung dafür, dafs die Function 7'(x) an einer Stelle 
x = a regulären Verhaltens ist, sehr behilflich. Wir erkannten, dafs 
F(2) in der Umgebung einer regulären Nullstelle «= x, stets die 
Form besitzt 

(@ — 2" Bl@|%), 


wo die Potenzreihe in einer endlichen Umgebung von «&, nicht ver- 
schwindet. Es entsteht die Frage, ob man eine in der Umgebung einer 
Stelle (2,0, 2,9, ... 2.) oder (x) analytische Function F(&,,%.. .@n), 
die für 2; = 2,0, N, 2... =, und dann gewils auch für 
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unendlich viele Stellen des Convergenzbereiches der die Function dar- 
stellenden Potenzreihen ®(x,, 3, - .%, | («%)) verschwindet — wobei 
diese Stellen aber (x) nicht zur Häufungsstelle haben können — in 
entsprechender Weise ausdrücken kann, also als Product einer in end- 
lichem Bereiche um die Stelle (x) nicht verschwindenden Potenzreihe 
und einer analytischen Function, die daselbst all die Nullstellen von 
F(&,,%,...%,) annimmt. Der einfacheren Schreibweise wegen sprechen 
wir von einer Function 
F(&, ©, %,...&n), 

welche Null wird, wenn alle (a + 1) Variabeln verschwinden. 

Bezeichnet man F'(&,0,0...0) mit F,(x) und setzt voraus, dals 
F,(x&) nicht identisch Null ist, schreibt dann 

Pi, Dan: iu) >= Bla) Lila, 0... 

wo F,(&,0,0,...0) identisch verschwinden mufs, so kann man eine 
positive Grölse o, derart bestimmen, dals F,(x) in dem Bereiche: 


0<|e|<e, 
nicht verschwindet und die Potenzreihe für F,(e,, &,--. %.) con- 
vergirt, ohne dafs eine der Grölsen &,, &%, ... % Null ist. — Ist o, 


eine positive Grölse innerhalb des Intervalles von O bis og, und be- 
schränkt man |x| auf den Bereich, wo 


n<lel<e, 
so kann man ferner eine positive Grölse og so klein wählen, dafs für 
alle Werthesysteme (2, &%,, ... %„), welche den Bedingungen genügen: 


a <e @=1,2...n und ,<le<e, 
die Ungleichung besteht 
Ha) > |IF@®,...)]|; 
und dann darf man 


1 pe 1 LET > 
Plata.) Fr ak Ka 2 I 
und 


ar for, Zen (2 EEE I Fıyi 
F 09x DRIN oo or 2 dx \F, 
setzen. Doch weil die Eee, 


I) 


in dem genannten Bereiche gleichmälsig convergirt, gilt daselbst auch 


die Gleichung 
10 RN 700 "N 
Fo a > ne) 
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Beginnt die Entwicklung von F,(&) mit dem Gliede Car, so wird 
Te 


mo = t8@, 


und indem 


MZ 
Nı/Rn 3 
Stan... ar 
i=1 vw=—o * 


A : 
gesetzt werden kann, wo Pi und ®, convergente Potenzreihen sind, 


so erhält man für _ . eine Darstellung der Form: 
& 
1 oF 8 S' 
om 
Bee la) Pr (&1, Ba, 22. 0)”. 


Man kann jetzt zeigen, dafs innerhalb des Bereiches, wo |x,| <e 
®=1,2...n) ist, zu jeder Stelle Werthe von & gehören, die die 
Gleichung 
le, 2022.20.) == 0 
befriedigen und dem absoluten Betrage nach kleiner sind als o,. In 
der That: könnte man für eine solche Stelle (a,, a,...a„) keine Wurzel 
der Gleichung 
F@) — F(@, a, @p, -» 4m) = 0 


finden, deren Betrag kleiner ist als o,, so lielse sich .e = in dem 


Bereiche, wo |®| < e,, in eine blos positive ganze Potenzen von & ent- 
haltende Reihe entwickeln, die für die in dem Bereiche 9, < |x|< e, 
liegenden Stellen mit der früheren übereinstimmen mülste. Doch das 


ist unmöglich, indem diese Entwicklung ein Glied > enthält. 


Heilsen die einer Stelle (&,, &,, ... 2.) zuzuordnenden Nullstellen 
von. K(2,.05. 2,5.2.2%%) 


jede so oft genommen, als die Ordnungszahl anzeigt, so kann man 


“ 
Bao, Ders 
F os Fe) 

in eine für alle Werthe von x, deren Betrag kleiner ist als e,, con- 


vergente Potenzreihe B(x) entwickeln. Beschränkt man aber || auf 
den Bereich, wo 


o<|a]>0o, und jam|<|je| @=1,2...n) 


ist, so wird auch 
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1 Gare re 
Fe Bel + 3 E 
Jetzt gibt der Vergleich der Darstellungen für a ri die Beziehung: 
OP + + arm, 


d. h. jeder Stelle (&,, &, -.. %.) in der Umgebung e von 4, —=(), 
%=0,..%m=0 kann man m der Gleichung F=(0 genügende 
Werthe von x zuordnen, deren Betrag kleiner ist als e,. 


Bezeichnet man die Summe der v!® Potenzen: 


(ad + (a9) +... + (am) mit s,, 


so lehrt der Vergleich unserer Darstellungen ferner, dals 


SU Nr, 0,510.) 
ist. Setzt man daher 


ea. FEN) art near 4m 


HL 
und 
m 
1 09 a2 1 
9 0% = NEN: 
oder 
1 m—2 ze 
Tm—1)g9® ae are mM nn S? Sy 
—.l 33, Zn 1 
"+ ge m a8 al), % N! 2 
und bestimmt hieraus die Coefficienten von g(&, &,, ... %,) als ganze 
rationale Functionen von S,, 85, ... Sm 
9 Ze Aer 5 
> @ 
2, = —- 9, —59 
MIm — — Sn Sm—19ı a 51 Im —ı ’ 


oder als ganze rationale Functionen der m Potenzreihen 

x 

PN ren alvge Bm) 
so sind 9), 92 - -- 9m selbst Potenzreihen von &,, &, ... &n, die in der 
Umgebung e von sa =0, %=0... m=0 convergiren. Die m 


verlangten Werthe von & ergeben sich als Lösungen der Gleichung 
m\e® Grades: 


= NE, 2 EI et Imlir Bar: in) 0. 
Da die Vergleichung der zwei Ausdrücke für a I auf die 


innerhalb des Bereiches g, um die Stelle »—0 giltige Gleichung führt: 


» 
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Be) = Pa) no +1) Bor (@ ar... 00), 
0 
ist auch 
a < 
Finn Er - Do tYBai a...) 
- v=0 
Ist dann f(z, &,...%,) die für alle den Bedingungen 
ok dr le) 
genügenden Werthesysteme convergente Potenzreihe, deren logarith- 
mische Ableitung nach x gerade 


Bo) — DW t1)-Brılaı, 2u...20)- 2 
v=0— 
ist, wobei f(0, 0,...0) den Werth 1 hat, so erhält man aus 


N 
IE 9 er 0x 


die Gleichung 
a ee Kr a Es Kr sm ee on), 


worin C den schon genannten Coefficienten von x” in F,(x) bezeichnet. 
Nun ist F(#,&,...%,) durch das Product zweier Potenzreihen f und g 
dargestellt, deren zweite eine ganze rationale Function von x ist. Da 
die Coefficienten in g und f nicht von den Grölsen o und g, abhängen, 
ist die vorstehende Gleichung giltig, solange die Potenzreihen F,g,f 
in der Umgebung von (0) convergiren. 

Will man all die Werthsysteme aus der nächsten Umgebung der 
Stelle (0) angeben, welche die Gleichung F=0 erfüllen, so wähle 
man diese so klein, dals alle Stellen (x, &,,... %„) derselben in dem 
Convergenzbereiche von F', g und f liegen und f(x, &,...%) auch 
an keiner dieser Stellen Null wird, dann sind die fraglichen Werthe- 
systeme die Lösungen der Gleichung 

NR 0 se 0) 0. 
Man bemerke noch, dafs die Coefficienten dieser Gleichung 9,,... Gm 
an der Stelle =, =. == 0 verschwindeh. — 

Lassen wir die bei den vorstehenden Entwicklungen gemachte 
Annahme fallen, dafs F',(x) nicht identisch Null sei, so kann man 
dureh Einführung (» + 1) neuer Variabeln %, y,, ... %. leicht auf den 
früheren Fall zurückkommen. In der That: setzt man 

= MY AıYı Ft MnYn 
= MY + MN tt MnYn 


In = An0Y + AnıYı + Ge) — OnnYn ; 
wo die Gröfsen a solche Constante sind, dals die Determinante des 


Biermann, Functionentheorie, 28 
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Gleichungssystems nicht verschwindet und bei der Substitution in die 
Entwicklung 


N A RR EN 


— wo (&, %,...%.)ı die Summe aller Glieder At Dimension be- 
zeichnet — das Aggregat 


(a0 or ++ + Ano)w 


nicht Null wird, so geht F in eine Function ®(y, %,...%„) über, 
in welcher 


B(y,0,...)= B,(Yy) = (ago, or - -- Am, o)u 4“ 
lag 


nieht identisch verschwindet. Darum lälst sich ®(y, y,, .-. %„) in der 
Form darstellen: 


Clyr + yYı 4 my ralYı Yar---Yn)]P(Y 9 - - - Ya), 
worin 9%, I... Ya frry=m=::: = y, verschwindende Potenz- 
reihen sind, indels die Reihe p(y, Y,,...%.) an der Stelle (0) keine 
Nullstelle hat. Setzt man die Reihe p wieder in eine Reihe f(x, &,, 
%,, .-.%,) um und wählt eine positive Grölse r so, dafs die Reihe f 
in der Umgebung r der Stelle (0) nieht verschwindet und die den 
Stellen (x) entsprechenden Werthesysteme (Y,, %5, ...Y,) dem gemein- 
samen Convergenzbereiche der Reihen 9,, 75, - . . Ym angehören, bestimmt 
dann die jedem solchen Systeme durch die Gleichung 


Yu 
zugeordneten u y-Werthe und darauf die zu den verschiedenen Werthe- 
systemen gehörigen Systeme &, &,...%n, so hat man wieder die 


Lösungen der Gleichung F(x, &,...%) = 0 aus der Umgebung r 
der Stelle (0) gefunden. 


S 69. Der Quotient zweier Potenzreihen. 


Wir benutzen diese Sätze über die an einer Stelle (a) verschwin- 
dende analytische Function zur Untersuchung des Quotienten zweier 
in einer Umgebung der Stelle (0) convergenter Potenzreihen: 


Pıl®, Ur... %,) 
Dal 


A) 

Sagt man, dals ®, durch ®B, theilbar sei, wenn sich der Quotient in 
eine neue Potenzreihe ®B, entwickeln läfst, so ist PB, gewils durch ®, 
theilbar, wenn ®,(0, 0... 0) nicht Null ist, und man hat 


Bla) eher, u). 
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Ist %,(0,...0)=0, ohne dafs ®,(0.... 0) gleichzeitig verschwindet, 
so kann man den Quotienten nicht mehr durch eine in der Umgebung 
von (0) convergente Potenzreihe darstellen; sollte aber 


2,00.02..20)20nd 23,(05.058%0) 
verschwinden, so kann ®, unter gewissen Bedingungen durch ®, theil- 
bar sein. 


Vollführt man zunächst die lineare Substitution: 
F—Cott bt: Conta 
ak 21 Zu RAT TR 


mitt mt: + Ennln; 
deren Constante wieder so zu wählen sind, dafs die Determinante des 
Gleichungssystems nicht Null ist und die Reihen 
lest ss zrcaet) und Boletecty 0,00 

nicht identisch verschwinden, so kann man 

ea) 
= erg tb... ER lee RE. 
EEE )D bh, 

Ill 28.7: 25) 
Eagle, EEE NE DIR te) 
N DREHTE tl) 


setzen, wo die Potenzreihen gi, 92,...9. und gi, 9%,...9% für ver- 
schwindende Variabelnwerthe Null sind und 
Bı(0, 0,...0),. B,(0,0,...0) 
nicht verschwinden. Es besteht demnach die Gleichung: 
u (ae) OR 


Be) ui N) 


Ist R eine positive Gröfse derart, dals für alle den Bedingungen: 

era ya: 
genügenden Stellen die obigen Transformationen gelten und die Reihen 
SB, und WB, in diesem Bereiche nicht verschwinden, und ist r eine 
positive Gröfse kleiner als R, so gewählt, dafs jedem den weiteren 
Bedingungen: 

alsr,... als 

gehorchenden Werthesystemen (f,, t,,...t,) zufolge einer der Glei- 
chungen: 


hd, +) 0 und nl) td 
285* 
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nur Werthe 
2. 


entsprechen, deren Betrag kleiner ist als R, so wird 


It, bay.) m 
9p(t, &,-. -,) -I[« — 19) JA 


1 


wo A, ganze Zahlen sind, deren Summe gleich (uw — v) ist. Soll nun 
PB, durch ®, theilbar sein, so darf in dem Ausdrucke 


Ile e UA Bl, Une 2t,) 

1 Bolt, iz... 6.) 
keine der Zahlen A, negativ sein, denn andernfalls wäre der absolute 
Betrag desselben in bekannter Weise grölser zu machen als jede vor- 
gegebene Gröfse, ohne dafs g, verschwände. — Man sieht also, dafs 


die ganzen Zahlen A, nothwendig positiv oder Null, dafs g, und g, 
theilbar und somit u > v sein muls. 


Erinnern wir uns aber, dals man zwei ganzen Functionen g, (f) 
und g,(t) stets zwei weitere ganze Functionen 


HET far und Het 4 
so zuordnen kann, dafs die Gleichung: 
th 
ee RL a ae 
ea 
besteht und hierin die v aus den Gröfsen gı,... gu und g1,...g, durch 
Addition und Multiplication zusammengesetzten Ausdrücke @,, @3,...@, 
verschwinden müssen, wenn g, durch g, theilbar sein soll, dann er- 


halten wir die für die Theilbarkeit von ®, durch ®, nothwendige 
Bedingung: es müssen die Potenzreihen 


9,(h, bay da) en. 96; bay... En) 


für jede Stelle der Umgebung r von (0) und daher identisch ver- 
schwinden. Dann aber ist 


A U 


U I EAN 2) 
und 


lee, ‚Abrsetd, (Ce Bart) GR Be 
Ba a. u) ehnlbt,--- u): gl, BEER us...) 


Bin...) 
ig ltr...) Rare ee 
HE, 4 ) B@, 2% ) Bol lan.) 


— Pal@, 2,... Un) ° Bol, RR: 
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Führt man in der neuen Potenzreihe ®, wieder die Variabeln 
%,%...% ein, so erhält man wirklich 
Bı (X, Ur. .%,) 
Pal, &,...%,) une, 
Da der Stelle =0, t, En. in. —= 0 die Steele z 0,2, =0,...m=U 
entspricht und daselbst g, zugleich mit den Potenzreihen fu, fi» - -fu—» 
verschwindet, hat der Quotient E an der Stelle Null den Werth 
Null. — 3 
Es kann auch eintreten, dafs die beiden an der Stelle (0) ver- 
schwindenden Potenzreihen ®, und ®, einen gemeinsamen Theiler 


DL, 2 02. %) 
besitzen, der ebenfalls an der Stelle (0) verschwindet, dann hat der 
Quotient von 


Pı (@& 8,20) = Po, 8)... 0) PR, 8. - ©) 
Bala, %r...0) = BR, 213... 00) BOR, ©, 0m) 
in dem gemeinsamen Convergenzbereiche der Reihen die Bedeutung von 
BU) (%; Disease %,) 
TUE, 2...) 
Die nothwendige und hinreichende Existenzbedingung eines gemein- 
samen Theilers B(&, &,,...%„) ist nicht mehr schwer zu finden. 


Stellt man ebenso wie früher 

B,(@,%4,..-%) in der Form 9, (&, 4, -..%) Pılk, Era tt) 

R.(0,206-.827%)Lin.der Bonm 9,(6,4,2..u) Bob, 4,.2.2%,) 
dar und drückt den der Annahme nach existirenden Theiler B(«, 
%,:-:-%) durch ein Product aus: 

A A U LA 
wo g eine ganze Function Atcn Grades in Z sei, deren Coeffieienten nur 
Potenzreihen von &,, %,,...t„ sind: 
et + alhnen. 1a) 

und wo die Potenzreihe B(L,,,...4) fürt=th=  =41—0 nicht 
verschwindet, so folgt: 


Blb,tı,...d, 
UIILZRIVRERET) En I ZU /UREELT 5 Bulle. at yyyer En) = 
ul I Zu Tee 7 BE U IL ZR Zee 7) 
ae: u...) 
et) egylhhr.-- a, IE N a nn) 


zul AURTEEEE DE Bl hr: 2) 
und darnach sind g, und g, durch g(t,i,,...t„) theilbar. 
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Die ee unter welcher 
De a ae) 
N le) 
einen gemeinsamen Theiler g(£, t,,...t„) A” Grades in £ besitzen, be- 
steht aber in dem Verschwinden A ganzer Functionen der Coefficienten 


Ir... Ju und 91, 9%, --: %. Man sieht darnach, dals nothwendig 
mindestens eine Potenzreihe 


» (4, ty, Be in) 


identisch verschwinden muls, wenn zwei Potenzreihen ®, und ®%, einen 
gemeinsamen Theiler: 


9, Der 6a) — Bd, ee) 
aufweisen sollen. 


Umgekehrt werden unter den in Rede stehenden Bedingungen die 
Functionen von t: 


ee) oe) 


einen gemeinsamen Theiler A!" Grades haben, dessen Nullstellen ®, 
19 ...t@® bei hinlänglich beschränktem Beach für die Gröfsen a: I, 
_ einen endlichen Betrag besitzen, auf dafs in dem Theiler die Üoeffi- 
cienten der # Potenzen eonvergente Potenzreihen von £,,t,,...t, sind. 
Heilst der Theiler g(£, &,,...2„), so wird 


ER BEE N ee) 
lt, Gase m) elta en ee 


wenn g(® und g{® wieder ganze Functionen von # bezeichnen, deren 
Coefficienten Potenzreihen von £,...t, sind. Ferner ist aber: 


DB, @,,...0) 0er) Par) 


Bal@, 217. .%) = glt, by... da) cz % 3... &n) 
“und wenn man 


bt...) RR, 2:29) 

setzt, kann man die gegebenen Potenzreihen auf die Form bringen: 
Bias, as Nr) 
RUN rer) 


Hier besitzen die Potenzreihen P® und P@ keinen gemeinsamen Theiler 
mehr, denn andernfalls mülsten in 


Pr a...) hr...) BE, re) 
RO, 2, er) Gl, te 


die Functionen von ? G, und @, einen gemeinsamen Theiler haben und 
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dann hätten g, und g, einen Theiler von höherem als dem Aten Grade 
in #, was mit der obigen Annahme in Widerspruch steht. 

Die Bedingungen sind somit nicht allein nothwendig, sondern auch 
hinreichend. — 

Ist nunmehr ein Quotient zweier an der Stelle (0) verschwindender 
Potenzreihen vorgelegt und hat man Zähler und Nenner von den ge- 
meinsamen Theilern befreit, so kann der neue Quotient 


pi) (RE ) 

PR...) 
immer noch eine verschiedenartige Beschaffenheit in der Umgebung 
der Stelle (0) haben. 

Erstens kann B(0,0,...0) verschwinden, ohne dafs B®(0,0,...0) 
Null ist, oder es kann BW(0,0,...O) von Null verschieden sein und 
PBW(0,0,...0) verschwinden oder es haben endlich beide Potenzreihen 
an der Stelle (0) den Werth Null. 

Im zweiten Falle ersetze man PD durch: G,(t, &,,... 1) PO (E, 
a, ...t,) oder 


( Ar ra ee 7 G,) POL, ERBEN IE 
wo BD(0,0,...0) nicht Null ist, aber die Potenzreihen G” an der 
Stelle 


neh e=h—=0 
verschwinden. Offenbar gibt es dann in jeder Umgebung der Stelle (0) 
eine 2nfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit von Stellen, wo der Quotient 
unendlich grofs wird, und ebenso wird er an der Stelle (0) selbst un- 
endlich grols. Werthesysteme (t, 4, £,,...2„), für die 
++. + 
nicht Null ist, definiren Stellen, in deren Umgebung der Quotient 
_ regulären Verhaltens ist. — 

Verschwinden aber PB und %{D an der Stelle (0) (ohne dafs PM 
durch PB theilbar ist), so gibt es in jeder Umgebung dieser Stelle un- 
endlich viele Werthesysteme, für die B® und ®{ verschwinden. 

Setzt man wieder 

en =@, PD, Pi) = 6, By) ’ 
so muls zwischen den Grölsen t,, t,,...t„ eine bestimmte Gleichung: 
Del) = 
bestehen, wenn P® und PB gleichzeitig Null sein sollen. Jeder Lösung 
derselben gehört eine der besagten Stellen zu. Offenbar gibt es aber 
auch unendlich viele Stellen in jeder Umgebung der Stelle (0), an 
denen PB) oder P{) verschwindet und Bf) respective Pi” von Null 
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verschieden sind, d.h. der Quotient kann an unendlich vielen Stellen 
unendlich grols werden, an anderen aber verschwinden. — Der Quotient 
hat dann in einer unendlich kleinen Umgebung von (0) überhaupt 
keinen bestimmten Werth.*) 


Ist na > 1, gibt es also mehr als zwei Variable, so constituiren 
die Stellen, für welche BÜ und PB) verschwinden, eine (2% — 2) fach 


ausgedehnte Mannigfaltigkeit und an jeder dieser Stellen (#’, x, ,. ..2,) hat 
(1) 


der Quotient = wiederum keinen bestimmten Werth. 
n2 


Dieser letzte Satz beruht darauf, dals die durch die Trans- 
formation: 


= tu, = aut an ae la Um 
entstehenden Potenzreihen: 
PO u,2 + U,... 4 Wu), PO + u, + Ur... 4 U) 


keinen an der Stelle u=0, u, =0,...% = (0 verschwindenden ge- 
meinsamen Theiler besitzen, wenn BO (z, &,,...%,) und PB) (x, &,,.. .%) 
keinen haben. 


In der That ist («', ,',...x,) eine Stelle in der Umgebung von (0), 


in welcher die Reihen PC) und PP nicht verschwinden, und entspricht 
derselben die Stelle 


Dee 
und setzt man 
Dee Bee 


so wird 
PIE Hu, + W,.-..% + %) 
=6,+V,1/’+u,...540) PO +V,...% 4 9) 
Pol + u,& + U,...0n 4 Un) 
=-G +0, +9...) PIE HU... + on), 
wobei 


HUHr..6) und Get 


Null sind. Da aber weder @,(? + v,,,,...%) und G,(F + v,t,...d) 
für jeden Werth von v verschwindet, kann man 


Ge A en) 


die Form 


Dr ganz. On + li.) PAD, 9,2... On), 


*) Vergleiche auch $ 23. 
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a: CPI Zen u Zur en u ee 7 2779) 
die Form 


El) BORD, 21,2: 00) 


geben, wo BP) und BO an der Stelev=v,=---=w,—=0 nicht 
verschwinden, aber die Reihen 9 und 9 fryy =: -=w= 0ONull 
werden. 


Sollte nun PO (a + %u,...2%n + u) und PO + u,...2n 4 u) 
einen an der Stelle (u =0,...%, = 0) verschwindenden Theiler haben, 
so mülsten die Gleichungen G, = 0 und G,=0 für jedes System 
unendlich kleiner Werthe von v,,...v, unendlich kleine Lösungen 
haben, und das ist unmöglich, indem sonst die Resultante von 


GE and Gy. tr) 


identisch verschwände, was mit de!” Annahme nicht verträglich ist, 
dals PU und PD keinen gemeinsamen Theiler haben. 


8 70. Über die Darstellung der eindeutigen analytischen Functionen. 
Gehen wir wieder zu einer durch ein primitives Element: 
1a 2@5,..202| 01, 09,2.) ‚oder (a, , 2,,....2%%|(@)) 


definirten eindeutigen Function f(#,, %,...%,) zurück, so ist nun 
klar, dals sich diese Function in der Umgebung einer Stelle (x,', ©,', 
...%,) nur regulär verhalten kann, sofern eine für 2, =)... = & 
verschwindende Potenzreihe 


Pr (1, #27: &n | (@)) 
der Beschaffenheit anzugeben ist, dafs das Product 


Pr (13 225. .-@n |@)) FR, 8ps. - - En) 
an den Nullstellen von %,, welche einer endlichen wenn auch noch so 
kleinen Umgebung von (x) angehören, verschwindet. Setzt man aber 


PBa(l@ı > 223 u) Far» 87. 0) = Bı (a) 0r |); 
wo die Potenzreihe ®, für 2, =2,...% = % Null ist, und befreit 
in dem (uotienten nn PB, und PB, von den an der Stelle (x) ver- 
6) 
schwindenden gemeinsamen Theilern, auf dafs Be etwa in AM) über- 
x 2 
geht, so muls ferner PB an der Stelle (x) von Null verschieden sein. 
Dann und nur dann wird f(&,, &,...%,) regulären Verhaltens sein. 


Wenn aber Bf) an der Stelle (x) verschwindet, ohne dafs PB) da- 
selbst Null ist, so wird f(#,, &,...%,) an unendlich vielen Stellen 
einer unendlich kleinen Umgebung von (x), die eine (2n» — 2) fach 
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ausgedehnte Mannigfaltigkeit bilden und für (a, = x"... & = %,) selbst 
unendlich grofs werden. 

Ist endlich sowohl B® als auch P® an der Stelle (#°) Null, so 
hat f(&, &,,...%,) weder in (#) noch an unendlich vielen Stellen 
einer (2» — 4) fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit aus einer unendlich 
kleinen Umgebung von (x) einen bestimmten Werth. — 


Die hier genannten nicht regulären Stellen von f(@,,&,,... &n) 
heilsen aufserwesentlich singuläre Stellen erster und zweiter Art. Man 
definirt also eine solche Stelle (x) dadurch, dals man sagt, es gibt 
eine an der Stelle (x’) verschwindende Potenzreihe ®, derart, dafs das 
Product 

Polı,---En|(@)) FÜR, 825 - - - %n) 
in einer Umgebung von (#) regulären Verhaltens, d. h. durch eine 
Potenzreihe 
Bl... |@)) 
darstellbar ist, welche aber nicht durch ®, theilbar ist. — 


Im Falle einer Variabeln geht diese Definition der aulserwesent- 
lich singulären Stelle gerade in die früher gebrauchte über. 


Eine Stelle (&,/, #5, ...%„) heifst eine wesentlich singuläre, wenn 
es keine für ©, =%),...% = %,) verschwindende Potenzreihe der 


Beschaffenheit gibt, dafs das Product derselben und f(&,, &,-..%n) 
in einer Umgebung von (x) regulär wird. — 

Definirt man nun eine analytische Function f(z,,&,...%,) in 
dem gemeinsamen Convergenzbereiche (X) zweier Potenzreihen 


PB. -mlla)), Baar -- - @u|(a)) 
dadurch, dafs man an den Stellen (x), wo diese Reihen nicht gleich- 
zeitig verschwinden, 
r n PBı 2 3... % | (@) 

ee er 
setzt und an den Stellen («”), wo beide Reihen Null sind, f(&,,... 2.) 
den Werth gibt, den der Quotient der aus B, und ®, durch Fort- 
setzung gewonnenen und von gemeinsamen Theilern befreiten Reihen 
nach Potenzen von (&, — x,') an der Stelle (x”) besitzt, so ist auf 
diese Weise in, dem Bereiche (X) eine eindeutige analytische Function 
bestimmt, die nur an denjenigen Stellen, wo sie unendlich oder un- 
bestimmt ist, aulserwesentlich singuläre Stellen hat, während sie an 
den übrigen Stellen regulären Verhaltens ist. 


Der Beweis beruht immer wieder auf den Darstellungen der Fort- 
setzungen von ®, und ®, in der Umgebung einer Nullstelle. 

Nach diesem Satze wird eine beständig convergente Potenzreihe 
Pla,...%n) eine eindeutige Function f(&,,%,...%,) darstellen, die 
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sich in der Umgebung jeder im Endlichen gelegenen Stelle regulär 
verhält, und umgekehrt wird jede eindeutige im Endlichen durchaus 
reguläre Function durch eine beständig convergirende Reihe auszu- 
drücken sein: 

Der Quotient zweier beständig convergenten Reihen oder ganzen 
Funetionen definirt eine eindeutige Function, die im Endlichen keine 
wesentlich singuläre Stelle, also höchstens aulserwesentlich singuläre 
hat, an denen sie entweder den bestimmten Werth co oder keinen 
bestimmten Werth annimmt. 

Eine analytische Function, die überall den Charakter einer ratio- 
nalen Function besitzt, d. h. überall durch den Quotienten zweier Potenz- 
reihen darstellbar ist, ist eine rationale Function ihrer Argumente. 

Wir nehmen an, dafs dieser Satz für Functionen von (nr — 1) 
Variabeln bewiesen sei und zeigen seine Richtigkeit für eine Function 


(a1, %y) are &n) =”) 
Dabei wollen wir festsetzen, dafs sich unsere Function in der Um- 
gebung der Stelle (0) regulär verhalte, dafs also eine Entwicklung 
bestehe: 


an ao 
Da a0, %,) EDRTCEN ER — D Aut 
A—0 A=0 


Badeterner soll .@ ...:2,), in (20, nl... = U)tnicht 
Null sein. 

Ist dann durch die Bedingungen: 
Beeren sr 
ein Bereich fixirt, für dessen Stellen B(x,, &,,...%„) auch nicht ver- 
schwindet, und gibt man x, einen bestimmten Werth b„, dessen ab- 
soluter Betrag kleiner ist als r, so wird f(&, &,--- &n—ı, d„) eine 
rationale Function der (n — 1) Argumente &,,%,,...%n-ı, denn wenn 
in der Umgebung einer beliebigen Stelle: 


v|<r, 


U —lıy:.: In-ı = IAn-1; Dazln 
> 4 
C,(&, u b,) 
1 
a . _ 
> 2 (&, — d,) 


ist, wo CO} und O7 Potenzreihen von (&, — 4,),.. . (in—ı — An—ı) be- 
zeichnen, so wird ja 


C 
en bb) 


d.h. f(&,,-..-%&—ı, d„) ist in der Umgebung jeder Stelle (a,,.. . «.-ı) 
durch den Quotienten zweier Potenzreihen By (x, ... &n-ı | (a)) und 


*) Siehe Hurwitz, J. v. Kronecker u. Weierstrass, Bd. 9. 
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Bor (&z:..%n|(a)) darstellbar, wenn nur keine der Reihen C, und (, 
identisch verschwindet. Das ist aber nicht möglich, weil mit 0, = 0 
f(& 5: -.&n-ı, d2) in der Umgebung r der Stelle (0) stets Null und 
mit ©, = 0 stets unendlich grols wäre, was der Voraussetzung wider- 
spricht, derzufolge diese Function in dem genannten Bereiche endlich 
und von Null verschieden ist. 

Es folgt somit: 


2} 
; er A 
Fa, 89, .% 1, 5) = 2, DVS, 2 Ka, un) — 2 Au 
—) =0 
G, (&, 82,3... %,—ı) Bot B, &, + RR +B,„% 
Ga &2. 1) Bet+Bia +. + Bi,” 
wo B. und B, ganze rationale Functionen von &,, &,...%n—ı sind 
und eine der Functionen D,„, D„ von Null verschieden sein möge, so 
dals eine der ganzen Functionen G,-und G, in z, von m! Grade ist. 
Setzt man nun 


oo 
CE A) > ANDI (Ey, en 1) 
A=0 


und vergleicht die Coefficienten gleicher Potenzen von &,, so müssen, 
wie man leicht sieht, die Determinanten (m + 1)!“ Ordnung aus den 
Reihen: 


44 4a 44 
DASP,... 
al 1 1 
AD AD, ... AO, 
1 1 1 
Aw Aw,... AD, 


verschwinden. Sucht man dann zu jeder Stelle b, eines in der Um- 
gebung r von &, = O liegenden Bereiches |x,|<r’ < r den Grad der 
zugehörigen Function f(&, , &%,. . . &n-ı, d„) in Bezug auf x, , so bemerkt 
man, dafs unendlich vielen Stellen x, derselbe Grad zugehören muls. 
In jeder Umgebung der Grenzstelle dieser b„ werden defshalb die 
früheren Determinanten, deren Glieder Am jetzt wieder durch A; zu er- 
setzen sind, unabhängig von den Werthen der Variabeln &,, &3,... &n 
d. h. identisch verschwinden. Dann aber lassen sich die unendlich 
vielen Gleichungen 


A,fm + Arsıfm-ı ++ Aryımfo = 0 v=1,2,.. an 
durch (m + 1) in der Umgebung der Stelle x,=0,...2, = 0 reguläre 
Functionen von %,,...%. lösen, die daselbst nicht sämmtlich Null sind. 
Indem hiermit 


Fan.) (hrhmt tt) = I Ar lfoh hat + map) 


a a a 2 en 
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wird, mufs auch 
x 3 Eh 
Mrs PtpMau+ an 
k+thm+ = N 
sein, worin die Grölsen p und fin der Umgebung von 2, — 0),...2, — 0 
reguläre Functionen sind, 


Gibt man nun x, (2m + 1) verschiedene in hinlänglicher Nähe 
von x; = 0 liegende Werthe, so erhält man neben 


fan.) (hat ta) + pm; +: + Pmt 

noch (2m + 1) Gleichungen: 

FO a: un) (OH Hm) pt il +" 
(v=1,2,...2m-+]1) 


und wenn man aus allen Gleichungen fy, fi» --- fm» Po» Pıs--- Pm eli- 
minirt, ergibt sich eine lineare Relation in 


Dee a undlden/Grolseniz nr, 2a 


f(&1,...%) kann darnach als rationale Function von &,,...%, dar- 
gestellt werden, denn f(b®, &,...%,) sind rationale Functionen von 
Dane: 
In dem Ausnahmsfalle, wo die Determinante (2m -+ 1)! Grades 
dieses Gleichungssystemes bei jedem beliebigen Werthesysteme 
die) u—=1,2,...2m-+ |) 


verschwindet, gehe man auf die Determinanten (2m)! Grades, die 
aus der früheren hervorgehen. Wenn eine derselben von Null ver- 
schieden ist, folgt f(&,, &%,...%,) wieder als rationale Function von 
Da ne 

Der Satz gilt also allgemein, wie er oben ausgesprochen wurde. — 

Erinnern wir uns an den Entwicklungsgang bei der Darstellung 
einer eindeutigen Function einer Variabeln und wollten wir denselben 
‘hierher übertragen, so mülsten wir zunächst beweisen, dals eine ein- 
deutige analytische Function f(&,, &,-..%), die in der Umgebung 
jeder endlichen Stelle durch den Quotienten zweier Potenzreihen dar- 
stellbar ist, die also im Endlichen keine wesentlich singuläre Stelle 
besitzt, immer durch den Quotienten zweier beständig convergenter 
Potenzreihen dargestellt werden kann. 

Man sollte meinen, dafs sich dieser Satz beweisen lasse, wenn 
man eine ganze transcendente Function nicht blos durch eine beständig 
convergente Potenzreihe, sondern auch in der Form eines Productes 
ausdrücken könnte; doch diese Darstellungsform ist nicht ausgeführt, 
aulser wenn festgesetzt ist, dals die Nullstellen der ganzen Function 
G(z,, &,-..%,) in ähnlicher Weise zu ordnen sind, wie die einer 
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Function einer Variabeln; ich meine, wenn @(&,,&,...%,) die Null- 
stellen einer Reihe ganzer rationaler Functionen 

Il&ız %oy-.- Em) Ial&ıı Das» Bm)ae-: Irl&i, Bar». Am), - 
hat, die der Reihe nach in immer weiteren Umgebungen o, einer An- 
fangsstelle z. B. der Stelle (0) keine Nullstellen haben. *) 

Wir gehen auf diese Besonderheiten nicht ein und überlassen es 
dem Leser, die Schwierigkeiten selbst zu ermitteln, welche dem Be- 
weise des genannten Problenis erwachsen. 


Ss 71. Das irreductible algebraische Gebilde m!“ Stufe im Gebiete 
von n + 1 Gröfsen: 


Wir wollen unsere Auseinandersetzungen nicht beenden, ohne 
noch einen Ausblick auf besondere Functionen mehrerer Variabeln zu 
gewähren. 


Es sei eine algebraische Gleichung 
G(Yy,%,%,...%) = 0 
von dem me" Grade in y vorgelegt und (db, a,, @,... G„) sei ein Werthe- 
system, welches der Gleichung genügt, auf dals 


Ola Toler: 


+y—b,. —%,:..m— nt: = 0 
ist. Wenn die Gröfsen 


A og 
9) er 
nicht alle verschwinden, so kann man auf unendlich viele Arten n(» +1) 
Constante 


ER NE a er 
so wählen, dals die Determinante des Gleichungssystemes 


Ko en le a) — I, 
Roy Yan Anl 01 Be alle u Onı R =1, 


rer An une N ee 
auch nicht verschwindet und darum entspricht jedem Werthesysteme 


(Y, %,...%) in der Umgebung von (b,a,,...qd„) ein Werthesystem 
Cor ty...) in der Umgebung der Stelle (0). 


*) Appell, Acta mathematica Bd. 2 und Biermann, Sitzber. der Wiener 
Akad. Bd. 89. ' x 
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Durch Einführung der neuen Gröfsen %,, &,,... 4, erhält G(y, 
%».--%) in der Umgebung von (b,a,,...qa,„) die Form: 


2 + (lo; One ah + (io; Ess B ta u. el 2) 
wo (iu, &i,...%u)u eine homogene Function w!® Dimension ist. 


Nach dem Satze des $ 638 kann man den genannten Ausdruck in 
der Form 


: (eo — Bo lkı » bar - - - %n)) ee 
schreiben, wo ®,(0, 0,...0) verschwindet, indels ®, (0, 0,... 0) 
endlich und von Null verschieden ist. 


Setzt man jetzt 
er) 


und löst die früheren Gleichungen nach y — b, & — 435... &n — Am 
auf, so gehen an +1) füry,=-.:=t,= 0 verschwindende Potenz- 
reihen 


elta.) (Wil, 2, 000) 
y—-b=-Brlt,b,...%) 
hervor, welche das durch die gegebene Gleichung definirte Gebilde in 
der Umgebung von (b,a,,...a,) darstellen, solange sie convergiren. 


Wenn die Determinante 
a Een “3 
oh 12 ot, 0 


2 ER © | 
ot, f} ot, N) 


nicht verschwindet, kann man die Grölsen t,,t,,...t, durch Potenz- 
reihen 


Pr (@1 5... %n | (@)) 
darstellen und es folgt eine Entwicklung der Form: 
y-b=Blaı,...2n|(a)), 
aber andernfalls ist eine solche Darstellung unmöglich. 


Lälst die ganze Function G@(Y, &%,...%,) in der Umgebung ihrer 
Nullstelle (db, a,,...a„) nach Einführung der Bezeichnungen: 


Den, (vet, 2,...n) 
nur die Schreibweise zu: 


en; a Ir ö .—=6d(n, nn 


wo die Glieder niedrigster Dimension von höherer als der ersten Dimen- 
sion sind, so bedarf man zur Darstellung des irreductiblen algebraischen 
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Gebildes n! Stufe mehr als ein Funetionensystem der obigen Gestalt, 
aber doch nur eine endliche Anzahl. 


Hat man aber das algebraische Gebilde in der Umgebung jeder 
Stelle durch Potenzreihen in »n Hilfsvariabeln ausgedrückt, so kann 
man das Verhalten jeder rationalen Function 


2 RW 0,0), 
die sich wieder auf die Form 
fly, 2, ---%) 


Ian... %,) 
bringen läfst, in der f und g ganze rationale Functionen ihrer Argu- 
mente sind, in der Umgebung jeder Stelle des Gebildes beurtheilen, 
denn man kann sie allgemein in den Quotienten zweier Potenzreihen 


von &,8y,...t„ entwickeln. 


Denken wir Zähler und Nenner des Quotienten im Falle der ge- 
meinsamen Nullstele, =-:-=t,=0 von gemeinsamen Theilern 
befreit und behält der Nenner hierbei die Nullstelle, so nenne man 
die aulserwesentlich singuläre Stelle von der u!" Ordnung, wenn das 
Glied niedrigster Dimension im Nenner die u! Dimension besitzt. 


Zwischen 2 und &,, &,,...%,„ besteht eine algebraische Gleichung. 
Um diese zu erhalten, bilde man das Product 


I l« — RYyAFD,...&)) = 
wu 


wo y#) die zu einem Werthesysteme &,,...&„ gehörigen Werthe von 
y sind, und setze 


%(z, %)...%,) 


Y(2, %...%,) 2 


DO) A ee 
Die Function # ist irreductibel oder die ganzzahlige Potenz einer 
solchen. 
Nehmen wir ein System » rationaler Functionen 
= RlY rein) (wel, en) 
auf und fragen nach den Stellen (y, &,...%n), für welche diese 


Functionen vorgegebene Werthe erhalten, so müssen die Werthe von 
%,:.:%n den n algebraischen Gleichungen 


De) le, 2, en) 
genügen. Den einer Lösung %,'...x, zugehörigen Werth von % oder 
die entsprechenden y-Werthe müssen den Gleichungen 
Gy, 2,...%)=0 und , — R,(y,2%,...)=0 w=1,2,...n) 
genügen. 
Jetzt mufs sich zeigen lassen, dals bei gehöriger Zählung der viel- 
fachen Stellen das gegebene System rationaler Functionen jedes Werthe- 
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system (2,,...2,) im Allgemeinen an gleich viel Stellen (z,,...&, %) 
annimmt”). Die Zahl, welche angibt, an wie viel Stellen ein System 
von » rationalen Functionen die Werthe 2,,...2, erhält, heifse wieder 
der Grad des Systems. 


Die Zählung der vielfachen Stellen z. B. einer Unendlichkeitsstelle 
vollziehe man nach folgender Definition: 


Ist 
Da Pd) 


in der Umgebung einer Stelle («, &,'...x,') des Gebildes in der Form 
Pd... t,) 
Pl...) 
darstellbar und verschwinden alle » Potenzreihen P® an der Stelle (0), 
die Reihen B® aber nicht, so heilse das Functionensystem R,,... R, 
von der wu!" Ordnung unendlich, wenn die Determinante 


DE, 
Da Du 
DE a > 
dt, dt, 


in eine Potenzreihe zu entwickeln ist, die mit Gliedern der (u — 1)! 
Dimension beginnt. 


Existirt kein System rationaler Functionen, welches nur g Un- 
endlichkeitsstellen erster Ordnung besitzt, gibt es aber Functionen- 
systeme, die an (ge + 1) beliebig gewählten Stellen von der ersten 
Ordnung unendlich werden, so nenne man o wieder den Rang der 
algebraischen Gleichung @ =. 


Liegen (n + 1) rationale Functionen 
Der av), 22.2.9) und 7.— Bnfı(9, 93.0. 00) 
vor, die (an + 1) verschiedene Systeme der früheren Art constituiren, 
und deren Grade 
U, Urs.» Uni 
heifsen mögen, so gehören zu einem Werthesystem 8,/, &,,...&» der 


*) Im Falle eines Gebildes höherer als erster Stufe kann es nämlich Mannig- 
faltigkeiten von Stellen (y, &,...®%,) geben, für die alle rationalen Functionen 
unbestimmt werden und darum ist oben die Beschränkung durch den Zusatz ‚‚im 


Allgemeinen‘ nothwendig. 


Biermann, Functionentheorie, 29 
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ersten n rationalen Functionen vom Grade u, wu, Werthesysteme 

Y,&,..-%, und uw, Werthe n, die aus einer Gleichung 
Nee) 

hervorgehen. 


Diese Gleichung ist die Transformirte der gegebenen. Man kann 
sie umgekehrt in die letztere transformiren, wenn nur einmal einem 


Werthesysteme &,,... &. 4, verschiedene Lösungen 7 entsprechen, 
oder wenn bei der Bildung des Productes 
& a) Fat bu) 
Il (7 Ra+1(y .%, )) P,41(& G £,) ’ 
wo x@,. a, y» die zu &,....&, gehörendem Werthesysteme z,, 


.%n, 9 bezeichnen, %,4+1 irreductibel und nicht die ganzzahlige 
Potenz. einer irreductiblen Function ist. 


Die durch die algebraischen Gleichungen 


Ga el und insert) 


definirten Gebilde »!“ Stufe im Gebiete von (n + 1) Gröfsen, deren 
Stellen (wieder nur im Allgemeinen) einander wechselseitig entsprechen, 
rechne man zu einer Klasse und deren charakteristische Zahl ist der 
früher definirte Rang eo, denn dieser ist für jedes Individuum der 
Klasse derselbe. 


Nach diesen Definitionen ist ersichtlich, wie man wieder die Mono- 
genität des irreductiblen Gebildes zu beweisen hat. 


Es entsteht nun auch die Frage, ob die algebraischen Gebilde 


n'“ Stufe im Gebiete von n + 1 Grölsen durch eindeutige transcendente 
Functionen von » unabhängigen Variabeln &,,...%„ zu lösen sind, 


d.h. ob man &,,...2,, y als eindeutige Functionen von n Variabeln 
%U;-..%, betrachten kann: 
= hu Un:. m) W—1,2,...n),, Y=fatılU, %,...%n), 


die in der vorgegebenen algebraischen Beziehung stehen. 


Es ist zu vermuthen, dafs die Gleichungen @(y, &,...%,) = 0 
ersten Ranges durch 2» fach periodische Functionen zu lösen sind, 
die im Endlichen keine wesentlich singuläre Stelle besitzen*). Hier 
ist unter einer 2nfach periodischen Function f(u,, %,,...%,) eine 
Function der Beschaffenheit verstanden, dals für 2» Systeme con- 
stanter Grölsen 

(BR EN EP An) 


*) Vergleiche die Sätze von Weierstrass „über die 2» fach periodischen 


Functionen von n Variabeln“ in dem Journal für reine und angewandte Math. 
Bd. 89. 
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bei beliebigen Werthen von ,, %,...%, die Gleichungen 
fü + 9, %-t P%,.. Un + PO) — f(u, ,%,,... u) 
(A=1,2,...2n) 
und ferner die Relationen: 


en 2n 
fu + DZ mPß,... un + I m PR) — fi, ::.%) 


ı—1 aa 
bestehen, wo m,, May... Mg„ Willkürliche ganze Zahlen bezeichnen. 
Andrerseits hat man zu erwarten, dals die Gleichungen höheren 
als des ersten Ranges durch Functionen zu lösen sind, welche bei der- 
selben Gruppe linearer Substitutionen ungeändert bleiben, die aus einer 
endlichen Anzahl r vor Fundamentalsubstitutionen 


( al) A I a) Ua ut RE ) 
v7 FEN 


(p) 
a, A 1 ai), 2 Ur Sr Sch or, n Un ur n+1,n1 
N a 
zusammenzusetzen sind *). 


*) Siehe die Abhandlungen von Picard in dem 1. und 5. Bande der Acta 
mathematica. 
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S. 9 Z. 11 v. o. statt „wie sich die“ lies ‚‚wie sich für die“; Z, 13 v. u. statt 
n(mmal) lies (nmal). 

45 Z. 15 v. o. lies „erfüllen“ statt „erfülle‘“. 

47 26volhhs?® te —0. 

58 Z. 11 v. o. ist das Wort ‚nie‘ zu streichen, 

60 Z. 16 u. 17 v.o, lies „grolsem“* und „kleinem“, 

66 Z. 18 v. o. lies r statt ®. 

67 2. Tv. u. lies |x, — | stätt |x, — &o|. 

102 Z. 1 v. u. ist ganz zu streichen. 

109 2.3 v. u. lies =, statt x,. 


115 Z. 12 v. o. lies |f((a))| — Ö statt |f((@@))| — 9. 


129 Z. 11 v. u. lies | [« Eu — Em ,) Statt | T«.- re) 


2—H eh! 
141 2.5 v. o. lies ‚„‚wichtigen“ statt „richtigen“. 
144 2.5 v. u. lies Ö,, statt d,. 


m 


. 149 Z. 1 v. o. lies ‚„den‘“ statt „denselben“. 
— My = 0) u 
(2m — We 


nunnmmnmn 


un 


MR 


n mum 


161 2.11 vo. lies 


mn’ fü, 


29* 
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un mn mm 


2 


a 


a nn nn 


WANRTETRT RR 


12 2 tivu.lisg, — ut (© — a) statt, -— u + (© — a). 


. 187 2.8 v. o. lies p,_,(2|®,) statt p(alao); Z. 9 v. 0. p,_g1el&o) statt p(e|®). 
. 187 Z. 10 v. o. schalte nach dem Worte „Potenzreihen“ „p(&|x,)“ ein. 


194 Z. 4 v. u, lies y„7 ty statt yrrymm, 
og og 


219 Z. 8 v. u. lies „von g,, 2 und“ statt „von = und‘. 


0E, 08, 


. 220 Z. 1, 2, 3 v.o. lies rechts von den Gleichheitszeichen &, statt &; 2.3 v. u. 


lies R(&,, n,) statt R(&,); Z. 4 v. u. lies %, statt Q. 


. 222 2. 5 v. u. lies „endlichen“ statt „unendlichen“, 


2 
223 2.9 v. o. lies y” — A I le-»*=-®: 
R—Y 

2. 12 v. o. lies 9, %ı,...%,, Statt 9, Ya... %- 

2. 13 v. o. schalte nach dem Worte ‚‚Grad“ „k ein. 
240 2. 14 v. u. lies 7m statt Au: 

ZB OR 2 Ey u lies Fr statt ar 

2.2 u. 5 lies B(2) statt B,(2)- 
.18 v. o. ist das Wort „Gleichung“ zu streichen. 


Z 
278 Z. 3 vu. lies — statt I. 
la] |e| 


289 Z. 1 v. u. lies Cy49 statt G,19: 


290 Z. 15 v. o. lies an 


statt I er 2.2 v.u. lies ce, statt ce“. 
0 &o e 


: } 1 
85296722 5Ev. oslies — Be statt — — 1. 
u Fan 


. 297 Z. 11 v. u. lies cosnc ti sinnx statt coonc +: sinx; Z. 10 v. u. lies 


coonz —tsinnx statt coonxz —i sin &. 


. 298 Z. 8 v. o. lies „cos x und sin «“ statt „cos und sinn«“. 
. 300 Z. 9 v. o. lies (n? — 3?) statt (x? — 3°). 


. 306 Z. 2 v. u. lies (ur ) 2? und (i + = ms statt (i + I und (1 — 2”. 


. 309 Z. 6 v. o. lies wann statt wenn; 2 vu.lsw=n+t1i,n+2,...) 


statt (v=1,n-+2,...). 


. 333 Z. 18 v. o. lies w statt w u, Z.6 v. u. lies w statt ®. 


. 338 2.3 v. o. lies cotg zu’ en 


@ 


. 389 lies statt $ 61 $ 62, 
. 394 lies statt $ 61 5 63. 


in 
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